Serie numeriche e geometriche

mercoledi 22 settembre 2021 11:48

Una somma numerica & un oggetto di questo tipo:

[00]

>ty (@}eR

n=1
a, € una successione di numeri reali
=a;ta,t+az+--+a,+ -

Esempio di serie numerica

Zhn =h+h>+h34-+h" 4

n=1

heR

Questo esempio & chiamato: serie geometrica.

Un altro esempio di serie € il seguente:
(00

1 1 1 1
Z—=1+—+-+---+—+---=+oo
n 2 3 n
n=1
lim—=0
n-oon

Questa e definita come serie armonica.

Esempio di Zenone 400 a.C. (?)

to) X0 < X4
t1) xo + X1 Xy

oo
t0+t1+t2+"‘+tn+"‘zztn

n=0

Altro esempio di serie geometrica

A
1 VoA

Definizione
Una successione di numeri reali {a,} € R si dice serie di termine generale {a,}, e si

denota con
[ee]

S,

n=1

La successione cosi definita:

Sl = a1,52 = al + a2,53 = a1 + az + a3
Sn :a1 +a2+"'+an
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{S,,} & detto successione delle somme parziali, oppure successione delle ridotte n — me.
n

k=1 T
o) 51—1 52=1+_
1 2
Z" 5—1+1+1
=R U 372773
S. —1+1+1+ +1
T 2 3 n
Definizione

Si dice che una serie Y,7—; a, & convergente (rispettivamente divergente o oscillante)
quando {S,} e convergente alla somma della successione delle somme parziali
(rispettivamente divergente, oscillante).

La somma della serie & uguale al limite della successione delle somme parziali {S,}.

n
S = lim S, = lim Z ay
n—-oo n—oo
k=1
[o9]

S = an

Se il limite & +oo la serie si dice divergente positivamente.
Se il limite e —oo la serie si dice divergente negativamente.
Se il limite non c'e la serie di dice oscillante.

Proprieta

Se abbiamo una serie convergente Yo, a, = s € R, allora lim,_,, a, =0

a, si dice termine generale della serie.

Questa condizione si dice necessaria ma non sufficiente, poiché non é esaustiva nel caso
una serie non sia convergente.

Il viceversa non & mai vero, ad esempio:

o 1 1
Z—- =+4oc..ma lim—-=0
n n-ooon

n=1

Dimostrazione

a, +1
Spp1—Sn=ay,+a, +-+a,+ta, +1—-ay,—a, —--—a,
Semplificando ci rendiamo conto che a,,;1 = Sp+1 — Sn

lim an+1=r{i_r)10105n+1— limSn=S-5=0

n—oo n—oo

Studiamo la seguente sommatoria:
(o)

1
n=1

lim —— = 1
nl—r>rc}on+1

Il termine generale non ¢ infinitesimo, per cui questa serie non converge.

z 2" lim 2™ = 40
n=2 "

Neanche in questo caso converge.
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Studio della serie geometrica

Zh":1+h+h2+m+h“+~- heR

n=0

h=0 Y&, h"=1

h#0-S,=14+h+h?+h3+--+ "1
$1=1,S,=14+h,S3=1+h+h?

1—-h"
Sy,=14+h+h?+--+h"1= o
Si dimostra con il principio di induzione
lim S, = lim 1 _in = _1 -1 e 1 non sono compresi
7 nbo 1—h 1-h —-1<h<1

0<h<1 limhA"

n—-oo

Seh=1 lim,o, (%) =0

1
limh"™ =0 lim S, =——

n—0 n—-0 —h

e Sehsitrovatra-lel..h € (=1,1) allora Y5 oh™ = L

= 1-h
1 1 1
h = - 00_ (—) = 4 =
Se 5 Zn=o 1

[ ]
NIHI»—‘

Seh=1-lim,_ ., quindi hi" =1
e Seh>1 llmn_)oo,qulndl h =+
< T=7 %€~ 1<h<1
Z = +oo seh>1

T oscillante se h < —1

[o9]

> @, lmfe,}eR

(00

=1 Zh"=1+---+1+---=

h=—1 Z( Dh=1—141—1+-

51—152—1—1—0
S, = non si sapra mai perché non ho fatto in tempo

Esempio
[e0)

z h* =1+ h+h%+ -+ h™ + --- = regione della serie
n=0
Sp=1+h+h*+--4h"1
_pn
Seh #+ 1 allora= Sl
1-h 0 se —1<h<1
+oseh=1 L
- 1 seh=1
1 lim A" =
lim S. = —se —1<h<1 n—oo +o0 seh>1
nooo 1-h oscillante h<-1
+ooseh>1
non esiste se h < —1

s
2

Jt’vnl#

S
Il
g
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n=1 . ° J‘ V’ﬂ*
| [ J
osc'vlls Co«mvgn_y_

[o9]

Zan:See]R:# lim a, >0
n—-oo
n;l
1
n
n=1

Serie a termini non negativi.
Essa € sempre regolare!
Ricordiamo le successioni monotone

a, si dice monotona quando il numero che lo precede €& piu piccolo di quello che lo segue.

o) 1 [oe) [oe) 1 1 1
a, =0 Z—,Zh”,h>0,z<1—cos—->20 cos—<1 1—cos—=0
n n n n
n=1 n=0 n=1
a, < ay41,Vn € N monotona crescente n

<
1
a, = a, +1,vn € N monotona decrescente =
n .1
n+l 2
. . 1 111
{a,} decrescente, lim,,_,,, a, = infa,, (n = 1) — 1,5,5,1, ecc.

[ 2
{a,} crescente, lim,,_,, a, = supa, (n=1) 3

Sn+1=a1+a2_1+"‘+an+120

Spr1=a; +a, ++a,=S5,= lim S, =supS, €[0;+x] = Z a
f1=00 nz1
n=1

[e0)
n X n
z >0 lim——=1
n+1 n-con + 1
n=1
ossiamo dedurre che questa serie puo soltanto divergere, non convergere.

Criterio del confronto

Adesso vengono alcune caratterizzazioni che riguardano le serie a termine non negativo

La prima proprieta importante e chiamata "criterio del confronto", chiamato anche "criterio dei carabinieri".
b,<a,<c,

Se b,, diverge positivamente, allora anche a,, divergera positivamente. [b,, = +00 = a, = +oo]

Se invece abbiamo che ¢, diverge negativamente, allora anche a,, divergera negativamente. [¢, > —o0 = ¢;;, & —0]

a, <bjea, < b,
Il criterio del confronto dice che, supponiamo che abbiamo due serie a termine non negativo:

[e0] (o0}
Zan,an an, by, =0
n=1 n=1

ea, < b,

*)Se Y1 by < +0 = Y a, < 4o

Una serie che e maggiorata da un'altra serie convergente & pur essa convergente
Cosa succede quando a,, diverge positivamente?

*)Se X1 an =40 > Yol by =+

) Sh=a oty
T, =by + - +by, a; S by ay < by
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Quindi S,, < T,,, per cuilim,,_,, T;, < 40, che diventa...
[e0)

supS, =1lim S, < lim T, < +o0 = a, < +oo
n>§) n now T nse M T n [l con s, < Tn
T n=1

N, =S, > +0=>T, >0=>Y> lim=+ow

1 n
log(1+—
og( +n> -c
1 n
(1+—) < elog
n
1 n
10g<1+;> <logc=1

n+1 1
nlog - <E

1 1
log(n +1) —logn < a1 = confronto Z;l =+

1 1 1
Sp = 1+§+§+~~+;>log2—log1+log3—log2+log(n+1)—logn:log(n+1) - 400

Sp > +oo

Serie di Mengoli

1 ] 1
Zn(n+T) Tllgrgoml+1)—0

n=1

_in+1—n_§:1 L\,

— nn+1) n n+1)

n=1 n=1

S 1 + +1+1 1+ + ! ! 1 1 1=5
—_— -4 —4 - —— — =1- > 1=

i 2 2 3 3 4 n-1 n n+1 n+1

lim i/a,

n—-oo

oap+1

lim ——

Criterio della radice
lim %/a, =1 € [0; + ]
n—-oo
e Sel <1 = laserie converge
e Sel > 1 = laserie diverge positivamente

e Sel=1=7?nulla

n=1 1 Doven =1
limn——l
n-oo i/
S 1 e /1\" 1
227=Z<E> TIaT?
n=0 n=0 1_7
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1

. _ 1\» 1
lim %=11m(ﬁ-> =§<1

n—-oo n—oo

Quindi possiamo dire che in questo caso € convergente

22" lim {/a, =2>1 =+
n—-oo

In questo caso diverge positivamente

Criterio del rapporto a,, >+ 0 | <15 convergente

a, +1 )
lim ——=1€ [0, +x] I > 1= divergente
" fn [ =1 = ?inutile

n+1 n
- (2)\" (%) (%) 11
Z<§> r{l—r}olo 2” n-ooo (2 i 2=1=3 E<1
) (3 3 3
1
| z; a, = b,

wIN

n+1) lim =1

n—oo b

n—»oo 1(n +1)

Criterio asintotico

=1 n=1

S

Se a,,~b, pern — o
[e0) oo

Zanean
n=1 n=1

Hanno praticamente lo stesso carattere

ilan 1+1+1+ =
— = (0]
n 2 3

n=1
Zn+1 AR BCRE LR EREE
n=1

1
Tt

n+1

ZL_ divergese0 < a <1
na | convergesea>1

n;l
21_1+1+1+1+ s
n2 4 9 16 6
n;l
Z 1 1 1
nn+1) n24+n n?
n=1
1
L] n2 ~
==L
nn+1)

Matematica 2 Pagina 6



Serie di Taylor

mercoledi 22 settembre 2021 12:19

) x% x3 x™ .
e =1+7+§+...+E+0(x) Vx € R
nl
x:()n.

Dalla formula di Taylor alla serie di Taylor
Sviluppiamo la serie di Taylor con I'esponenziale

Serie di Taylor di e* in xo = 0.

5T+l
a™ a, +1 nm+ 1) xnt1 n!
x>0 z — ] lim —& =lim(— n)-=lim *
nl) n-e a, n-co X" n-co x"  (n+1)!
n=0 n!
x™ * x n! X

| = n! =1 — = lim —— =
(n+ Di=ni(n+1) Al—glo Kl *(n+1)! rll—rf:lon+1 0

Siccome il limite € minore di 1, allora la serie converge.

(00

n n
Z <2n + 1_>
n=0
Questa successione e davvero importante!

1\
(1 + —> a, — oo

a'fl
X
1
1+-) —e
¥ n
Eleviamo a - perché utilizziamo il

L % criterio della radice n-esima.
Va, = ay

timaEs =i ( L )%—1<1
1&2L n _-nHEJ 2n+1/) 2

Promemoria (gia & stata spiegata questa cosuccia)
an, b, =0

a, ~ b, ossia

Criterio generale

(00} (00)
Eaneébn
n=1 n=1
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Queste 2 serie hanno lo stesso carattere (se una € convergente e

convergente anche l'altra e cosi via).

> ()"

i 5 i ()
lim */a, = 1m o

2

il quadrato e n si semplificano, quindi il tutto tende a 1. Bisogna sempre ricondursi a:

Essa si riconduce al numero di Nepero.

1\™
+1) —1\" 1 \" lim<1+—>
n—-oo

n+1

Facciamo questo "artificio” per ricondurci alla formula
n

n+1

(n+1) 1
lim [(1+——— <1
o ( Ry 1)) e

Altro fantastico esercizio (con solo il termine generale)

nTl
T
(n+ 1)n+1
ap,+1 3 (Dl 4+ 3al
lim —— = lim = = *
n-co  a, n-co n n-ow 3%+l (n 4 1)1 nn
3" n!

1. (n+1D"
= — lim — —

3no0  nnt

n! n! 1

m+1D! nln+tl) n+l

Quindi...

_4 n+1”_11_ : 1\" e )
RN T MR L= GRIEy AR

Anche questa serie e convergente.

Altra serie
(0]

z e
n=1

S|
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A priori bisogna vedere a chi tende il termine generale
1

lim en = 1, quindi # 0,per cui tende a + .

n—-oo

Esercizi da fare

e 3n+1

’ ———

z 4n+2
n=0

P 3n+1

4n+2
_e

altre che non so riuscito a scrivere

Altra serie

Z EEE
n=1 5—n n=1
Qumdl questa serie converge

3Z5

Ricordiamo il limite notevole

z [1 — cos (l>] 1—cosx 1
n T 5
n=1 2

x2
1 x—0
(1—cos§> . 1

3% 3n 3n 1 /3\"
Zlcosnl Zm* |cos n| yIEe §4n+1 :Z 2

La serie converge

- nV1 + cos2n
PR
n=1
PS: il coseno sta tra-1e 1
lcosn| <1 - cos?n <1 - +/1+cos2n <2
nV1 +cos2n  2n

3n = 3n
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n+1)

i In+1 I n+1 3" 1
— - — = —
nl—r}olo ?jl_n nl—r>rc>lo 3n+i1 n 3

La serie converge e per il criterio del confronto converge anche quell'altra
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Integrali generalizzati (impropri)

mercoledi 29 settembre 2021 10:55
A
f: VA X(x)
b
faf(x)dx \ //////
£ >0 = C

Se I'estremo superiore si dice superiore a quello
superiore inferiore, allora la funzione si dice
integrabile secondo Riemann.

Se la funzione & continua, allora la funzione & integrabile secondo Riemann.

Le funzioni continue sono sempre integrabili secondo Riemann, cioe quelle monotone.
Ricordiamo che essere possono anche risultare come discontinue (di prima specie).

Se ad esempio abbiamo una funzione monotona crescente:

"1 ;____/

1

Y,

[}
e i
' |

®
o

'
|
l
I
1

'
{
o x

bl

Consideriamo invece una funzione in intervallo [0,1]:
1

e K
x

7
[
—ax =
0o VX
Integrale di una funzione
non definita in un punto

= (2vx), =2

1 1ox2
fﬁdx=fx 2=1—_—i+C=2\/§+C
2

Definiamo gli integrali generalizzati (o impropri)
Esempi: A

fooof(x)dx ?
f_oof(x)dx ?

2.

N
N

h

-—an
-— e e ecam @m®® -
- - s - -

“—--

(2]

Lbf(x)dx=LC—+ch—+Lb—

Supponiamo...

f = f(x) continuain (a,b ]
lim f(x) = 4o

x-at

be(x)dx

P
>
~m
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X l | —
[ reax | ae
Ea>0 LS b

b b
elir(§1+ a+€f(x)dx =:L fx)dx
Definizione

Se esiste fff(x)dx finito, f(x) si dice integrabile in senso improprio e l'integrale in

f: f(x)dx si dice integrale improprio o integrale generalizzato di f (x).

Esempio

1 1
-fo ;dx = }?1_{% | ;dx 5 L%[logx]é = El_i)r;r)1+(log1 —loge) =0 — (—0) =+

flld—l' Lo (x)l— L im (1 - et9)
0 X% x_eg(r)l+€x“ st 1—a6_1—ael>r(r)1+ ¢

Quando 1 — a > 0, allora si dice che @ < 1.

,a<l1
l—aa
1

ea-1

- t+oo,a>1

11 3T
e 1_a,0(<1

a
o ¥ +o0,a>1 A

Esempio

f = f(x), continuain [a, b)
Iirlr)l f(x) =+

X—->DT

b b—e
f f(x)dx = E]irgl+f f(x)dx € [—00, 4] ‘

2l--

«

[}

M= ~c=c =

Esempio a>0

1
B g e [1,2]
f(x) T (x — 1)0(
1 a>0

fGx) = x—1® [1,2]

+ 00

fl)dx ?
0

f(x) continuain [a, +) /é
lim f(x) =0 //

X—+00

+ 00

flx)dx

fkf(x)dx
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f;mf(x)dx = kl_i,rfm fakf(x)dx

Questo si chiama integrale improprio.

Esempio

fE =2 L+

+ 00 1 . k 1 . 1 k . 1
f — dx = lim —dx=—lim |=] = lim (1-—-|=1
1 X k=g 1 X k—+oo \ X , k—+o k

*1
f —dx
1 X%

Pera =1, flaidx = limy_ o (flkidx) = limy_ ;4 logk = +o

k
o0 15
Pera # 1, [”—dx = limyo (ﬂ) =ikt — 1) =
1

1-«a 1-a

Pera <1, flooxiadx = 4o

f(x) (—o0,q]
Jim_ /9 =0

Ad esempio

f:;f(x)dx = kl—i>r_noo _]:f(x)dx

Criteri di integrabilita al finito
o< fx)<g) (ab]

lim f(x) = lim g(x) = +oo
x-at x—-at

1) Se g(x) e integrabile = f(x) & integrabile
2) Se f(x) non & integrabile = g(x) non & integrabile

0< f(x) =g(x) [a,+»)
Jim, /00 = lim_ 9() =0

g integrabile in [a, + ] =f integrabile [a, +o0]
f non integrabile in [a, +9] =g non integrabile

fa Y < f ") — er ke o) f e
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+ oo + 00

fx)dx Sf g(x)dx

a

k
= lim j f(x)dx<+oo:>J
k—+co i

a

Criterio asintotico

f(x),g(x) = 0in (a,b]
lim £(2) = lim g(x) = +oo

Sef ~gperx > b~
fintegrabile & g integrabile (l'integrabilita di uno implica l'integrabilita dell'altro)

[PS: per rendere una funzione >= 0 possiamo semplicemente utilizzare i valori assoluti]

Esempio
Verifichiamo se il seguente integrale converge. Questa funzione non é definita
nelpuntox =1

= |
0 \/1_ x_ 1 1 11 1 Y im{',y—lal;
&

A-x2) YA-00A+x) i/(1+x)*i/(1—x)_ i/(1+x)* 3\](1—x)§

1
T T T
i/_ 1—x
1 1

3\/1—x2 \/— 1—x

A 1. .
Per il criterio asintotico = s— € integrabile
1-x

Esempio nel caso in cui la funzione cambia di segno
Bisogna controllare l'integrale del valore assoluto.

I |f o) dx

Se |f| & integrabile, f si dice sommabile oppure assolutamente integrabile.

Quindi se f € assolutamente integrabile, f & integrabile in senso improprio

=ser=f(0)

|i sin=|= = sinl| <+
VE x| Vx x! T Vx

iR A L L 1 .1
E' integrabile in (0,1] = per il criterio del confronto ﬁsm;

Serie armonica generalizzata

[e0]

Z 1 (<+4oopera>1
na  |=+ocoperas<i

n=1

intgrabile se a > 1
non integrabile se a < 1

1
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a> 2
1<a<?2

el

1

Siese
n

n=1

[ 5

1 X% ¥

Quindi cosa succede quando N
f —dx—f —dx<+ooq

N1
Sy\<| —d
N ,I;x“x

— 400?

uandooa > 1

Criterio del confronto = limy_,,, Sy < 400

= Yne1 4 converge pera >1

Matematica 2 Pagina 15



Serie convergenti e non
venerdi 1 ottobre 2021 13:38

Risolviamo
a

Y e,

n=1
a, =20 ag—a,+az—a,+ -+ (_1)n—1an

Serie a segni alterni
(ee]

z (_1)n_1an

n=1

Esempio di serie armonica

1 1 1
—— — n1__ n
1 Stz 7t 4+ (-1) + - E( 1)

z:(—l)”‘1 llogn| =0
n=1

Criterio di Leibniz

a, =0,Y° ,(-1)"ta,:sea, » 0pern - 0e{a,} e strettamente
decrescente (a, ># a, + 1) allora la serie e convergente, ed inoltre, dette S la
somma della serie,siha|s, —s| <a,+1 VYneN:

'errore che si commette approssimando S con la somma dei primi n termini e
minore uguale < al valore assoluto del primo termine trascurato.

Esempio
- 1
PNCE I
n
n=1
li =0 1 > = +1
noen o omon+l oM

La serie converge!
1S = S| < — ¢ |Sp 5| < L (<2
=100 M1 =177\ = 100
1

1
! 1>1 =>100—-1 =
n+1_100(:>n+ 00 &n 00 99
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[0¢]

| n—1
Z(_l) 1 (?12 +n>

n=1

lim a, = lim -~ = 0

nl—rgoan_nl—rgon2+n_
> +1'n_1> L = n-1 > d:

Gn = Gn n4+n” n+1D%24+n+1 nn+1)” n+Dn+1+1)
n—1 n

o > esh-1n+2)>nPen’*+2n—-n-2>n*on>2
n n+2

Allora la serie converge

Altra serie

[ee] . 1
;(— 1) <sm ﬁ)

Y-l =1-14+1—1..
li in— =0
LR
o1 L 1 »
SIn — Sin —
N N
L c1<™ vnen
N 2
11 HE RN
. — — = SINn — Sin —
Vno o Vn+1 Vn Vn+1

c 1
z (=1)™ 1 arcsin—
n

n=1

1
lim arcsin—=0 : — <1
n—oo n n
e 1
d,, = arcsin — arcsin =a
n n n+1 n
[o0)
1
Z(—l)” 1 —nsin—
n
n=1
Iimn,,:]im(1—ncin—\=1—]imncin—=1—]im—r—l=n )
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Po— \ "/

n=1
1 1 sinﬁ PS
lima,=lim|(1—-nsin—]=1-limnsin—=1- lim ——=0 sin x
n—oo n—-oo n n—-oo n n—-oo 1 llm
n x-0 X

>fa,+1e1 i~ >1—(n+1)si ! i~
a a < 1—nsin— —(n sin & nsin—
t " n n+1 n

sin= sin—-—
n n+1

<(n+1)smn+1<= T < i
n n+1

()_sinx_ I sinx_O

fo) == =

x#0:sinx=0 ©x=kn,k €

1 .1
1 1 sin= sin—

n n+1
- > = <
n n+1 1 1
n n+1

Esercizio da fare

+ 1
Z (=1)" log (1 + sin —>
n=1 It

Convergenze assolute
(00

a, a, €R

n=1

Definizione
La serie Y.5—1 a, a, € Rsidice assolutamente convergente se Y., |a,| =
la;| + |ay| + -+ + |a,| + -+ &€ convergente.

Prop. Y.;=1 a, € assolutamente convergente ma =<« ),,_; a, € convergente
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Y (=)t % convergente
1 1
ol = 1o
n

1 . . :
D=1 — =t la serie a segni alterni non converge assolutamente!!!

1 1
=1%x—=—
n n

n

s
2| %
I
Q
=
=
Vv
(e}

n=0
n n
x € R La serie deivalori assoluti & Yo, l—’%—limn_)Oo /% = lim,,, % =0
n n
Y=o l—’%— < 400 = la serie Y=g % converge assolutamente, per cui converge.
Serie di potenze
PP R L
2 22 23 2n
1+h+h*+h3+--+h"+-
heR
g 1

1+x4+x2+x3+ x4 = Zx" =111

! 1—x

n=
x| <1 folx) =x"
N

Serie di funzioni:

Al =1, f(0) = x, f5(x) = x2, .., f(x) = x"71

N

o T

- 1
D h® ===

n=1
Serie di funzioni

AW + L) + )+ ful) + o= ) fi(0)
n=1

fatl ESR->R
Definizione
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Si dice serie di funzioni di termine generale f,, (x), e si dimostra con Y, ; fn (%)

La seguente successione:
si=fusa=h+fasisn=htht o+t

{s,} successione di funzioni
che prende il nome di successione delle somme parziali della serie

(o]

n=0

Definizione
Si dice che la serie ;-4 f, (x) converge puntualmente in I se Y., f (x)
converge Vx € [

[ee]

1
2 X" Vx e (-11) = —

=0 x 1 (

¢

g

Y1 fn converge puntualmente < | X
Yo1 fn(x) converge Vx € I &
sn(x) = f1(x) + fo,(x) + -+ + f,,(x) & convergente per ogni x € |

Se Y01 fn converge puntualmente in I, definiscono la sua funzione somma:
fl) =lim, L, sp(x) VxEI

e porremo Yo fn(x) = f(x) Vx €1l

Esempio

1
X" = —— = f(x)

1—x
n=0

Questa e definita come convergenza puntuale

Definizione (convergenza assoluta)

i fu0)
n=1

Converge assolutamente in I, se Y5, |f;, (x)|.converge puntualmente in I.

Osservazione
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>
n=1

Converge assolutamente = Yo, |, (x)| < +o0 Vx € [ = X7, f(%)
convergente, Vx € [ = Y._; f, converge puntualmente in |

Convergenza assoluta = ¢ convergenza puntuale
Inlse 3I{M,,}, M,, = 0,Y_, M, < +oo tale che |fn(x)| <M,Vx€el VneN

N\ ﬂm

£\ §t

~My

Osservazione

>
n=1

Converge totalmente
()| <M, YyneN,vx el

> <4
n=1

= criterio del confronto = Z;‘f=1|fn(x)| < 400 = Y >, f, convergenza assoluta
= Yoe1 fn COnverge p..

Convergenza totale =& convergenza assoluta
Convergenza totale =& convergenza puntuale

Esempio
i 1
(14 x2)n
n=1 1
fn(x) =

(1 + x2)n
vn=0

4

ﬁ
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1
fix) =m

fa(x) = (I_-I—x—z)z

x=0 f,(x) =1

_ 1 _(1sex=0
xioil_r&(_llﬂ)n_o g(x)_{Osex;tO
1 —

=0 Ao

s

(=)

[0e]

4 r\* 1t 1 14x%
U L0 ) T 1 T 1w REAY
n=0

S

T 1+4x2 T 1442

-<#1

1+ x2

Vx #0
Converge totalmente?
()] < My TMy < oo

1
(1+x%)"
=>x-0(07) 1<M,
Dimostrato per assurdo poiché
lim M, =0

n—->oo

<M, Vx+0

0

1
Zx“=1+x+x2+---+x"+---=1Tx- —l1<x<1
n=0

Serie di potenze
14 (x—x0) + (x —x0)2 4+ -4 (x —x)™ + -+

Supponiamo di voler mettere qualcosa davanti alle parentesi che non sia 1.

ag + a;(x —x9) + ay(x — xg)? + - + a, (x — x5)"

Esempio
0.0

x™ x? x3 x"

—=1l4+x+—=4+=++—+-
2 n! 2 3! n!
n=0

1 1 1

apo=1,a, = ,aZ—E,...,an—;J X9 =0
Esempio
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Z 2"(x+ 1" > x(x - (—1))
n=0

a, =2"xy =—1
23"(2x—1)"=23" 2 x=3 =23"*2" x=3
n=0 n=0 n=0
Xo = % (punto iniziale della serie)
Z an(x T xo)n
n=0
Serie di potenze di punto iniziale x, € R
{a} € R
Osservazione
X =Xg: Zan(x—xo)" = Qo
= n=0

1
x" m vx € (—1,1)

n=0
Somma di Abel

Yooy (x — x0)™ converge
In X # x, : allora la serie converge assolutamente in ogni punto x tale che

|x—x0| <# | X — x|
(e 0]
T Z|an| |x—x0|n<+00
n=0

%-6 Ko 45

NP e

¢0lhv0'¢?""7‘~ a350%. G-

x.‘.

Inoltre, la serie converge totalmente in ogni intervallo del tipo [xy — §, xy + &],
dove & <# | X — xp]|

Dimostrazione
Yoo @y (x — x0)™ convergente
- . ' n
Per ipotesi : allora, lim,,_,o |ay| |x — x0| =0

— n
= {lanllx - X0| } limitata
|an||f_x0|

Serie x tale che |x — x| < | — x|

Voglio dimostrare che Yo_qlan| |x — xoln <t
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e =xol\" _ (= x|\
X—X X—X
lanl|x = x0|" = lapl|% = x0]" [ —=1 ] <M|{=—=

| = xo] |% = xo

hx=|i___L0|<1

|x—x0|
D M(lx—xo|)n.| || |n<Mhn
aM{i =) s lanllx — x| < M B3

¥ _oh* < 4ooperché h, <1
n
= la Z?lo=0|an||x ] xOl

E' maggiorata da una serie convergente, per cui dal criterio del confronto
converge.

Sia x € [xg — 8,% + 8], 8 < |x — x| : quindi, |[x — x| < 6

Jx = x|\ 5\
|an||x—xo|nSM XT_X_O <M|—
|% = xo |% — x|

o) n
h=r——<1:layl|lx — x| <M~ Vx € [x, — 8%, + 5]
|x—x0|

dove Y.;-o h™ & convergente.
= la serie converge totalmente in [xy — §, xo + 8]

an (_1r1)

Yt (o= pxe+p)?
n=0

p=r1ho>0

Teorema (enunciazione)
Per una serie di potenza come Y g-, a,(x — x)™, si verifica una delle seguenti
eventualita:
1) laY,Zoa,(x —xo)™ converge solo per x = x,
2) laY; —pa,(x —x,)™ converge per ogni punto x € R
3) esiste un numero p > 0 tale che la Y5 a, (x — x¢)™ converge in (xy —
p, Xo + p), non converge quando |x - x0| >#p

) Comve ngf
\ Xo J

Xr P

| 9se Mo J"Wq’ POikV.

()
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doe sﬂa. Ji vapf FM;/(U.

v‘l

¢
51 1

Definizione

p =raggio di convergenza della };5_, a,, (x — x¢)"
p = 0inipotesi 1

p = +ooin ipotesi 2

In generale p € [0, +o0]

Nell'ipotesi 3, l'intervallo (xy, — p, xg + p) si chiama intervallo di convergenza

Osservazioni

p>0 Aot S Qui lo sene comaw

E———~4>

eom M\’WCI M
& Tootoma JF AbL

™~

.
xl-

Prima osservazione
La serie converge assolutamente nell'intervallo di convergenze.

Seconda osservazione
Se < p, dal Teorema di Abel, la serie converge totalmente in [x, — &, xy + J]

(ccc » 13])
L 13 %ot

-8%6‘1

A
( L )
Zan (x — xo)" Z (_nl) x

Teorema di Cauchy-Hadamard
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lim "/|a,| =:1
n—o>oo

Allora, p = raggio di convergenza

+o0 [ =0
= 7 =4 € (0, +00)

0 [ =+4o0
Esempio
Z 1+xx™ a,=1
n=0
lim %/a, = p=1
n—oo
z 2" x" =12
n=0
lim Y|a,| = lim V2" =2
n—oo n—oo

1. : .11
p=3: l'intervallo di convergenza é (_E’E)

Z(—nn 3n <x +%>
n=0
1

Xg=—=

2
lim V/la,| = lim Y/[(=1)" 3" = lim /3" = 3 (D™ =1
n—oo n—oo n—-oo
= lim Y37 =3

n—-o0o

1
P=3

L =4

-~

Esiste un criterio del rapporto che dice il raggio di convergenza
Teorema di D'Alembert
a, +1

] := lim

n—oo

an

Vale la tesi del criterio della radice:
1
P=T
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li an | _

R0 a, + 1 TP

Esempi

o 2n+1 1
n .n . L B |

PICAE n P

Z(_l)n 3N N
n=0

(_1)n+1 3n+1 3n+1
A TR | T Ak e
_1
P=3
= n
T —
Zn!_e VxeR p= + o0
n=0
1
an:E
1
. |an+1 m+1)! n
7111—1;{}0 a, _Al_rilo 1 _nllr.}o(n+1)!_0
n!
p=+x
Zn!x" p=20
n=0

uesta serie converge solo per x, = 0

Esempio
1 n
(o] oo} n
z 2x — l)n Z 2 (X - 7)
3n 3m+1
n=1 n=1
1

T i ¥ =3

Radice li MR —Z (—
adice liMy e, | = 1My o0 =y = 1My =
3

P=3

1 31 3
(xo—P,xo+p)=<§—§,§ §>=( 1,2)
-1 o Y, (4
——t ;
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Agli estremi?
x=—1:

o]

(—2-D" T E N, o, 3"
e e o e

n=1 n=1 n=1

Nuova lezione
Calcolare l'insieme di convergenze puntuale e totale di

Z 2" (log x)*"
n=0

x>0

Z 2" [(logx)?]"
n=0

y =log?x: ZZ”y” yo =0
n=0

lim V/la,| = lim V2" =2

n—oo n—-oo

1 .|
p = 7 raggio di convergenza

La serie Yoo 2™ y™ converge (—%%) Ey=

= La serie originariamente converge quando
loe? x € 11
0g° x —— | —

P 2'2

1 5 1
(:)—E-<log x<z

2
o loglx < —
0g“° x >
t=1 t2<1 ﬁ<t<\/§
= — o —— 4
0BX 2 2 2
V2
@——2—-<logex<7
V2 V2

Se 2 <x<ez
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(£.5)
Converge puntualmente in \e” 2 ,e

- ﬂh_ "fgh

’7/// ii " Comv. p. A

o
& log? x=3 (:)logx—+7<:>x—e 7

Convergenza totale : la serie Y.;7-o 2™ y™ converge totalmente per y €
[-5,61,6 < -

1
y0_6,y0+8 0<8<§
ologix <8 © —V§ <logx <Vé

@e“/ngSe‘/g

[e“/g, e‘/g] — convergenza totale

-y, o\ﬁ ‘\‘3 ﬁh

9 y Conv. T‘f

EiEs

eomv. ?mi’ud

i n
n
Z A lim 2L = i —— =1
n now 1 noon + 1
n=1 i

Questa serie converge assolutamente per y € (—1,1).
Quindi bisognera scrivere —1 < 1 — x2? < 1
& -1<x’*-1<loe0<x’*<2ex+0ex*<2

ex#0,—V2<x<V2

-4 0 N

i jEEsEsas
comvaymta apalute.

Convergenza agli estremi:
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i (1"
y=-—1: converge

1- =—1 oxt=2ox=1+V2

y=1: 2 = 400

1—x? —1 © x2 =0 © x =0 non converge

Convergenza totale: si ha quando y € [-6,8],0 < § < 1
—§<1-—x%*<$6

Risolviamo la disequazione
{1—)62 >-5 {xz <1+ 6 - interna
1-x%2<$6 x?>1-6 — esterna
u { Vi+s<x<Vi+s
x<—V1I-8uUx=>vV1-5

,ﬁﬁ;‘—ﬁorﬁ‘ﬁ

] »
Wi i
H I

Convergenza totale: x € [—\/1 + 6§, —V1+ ] [ 85,V1 ]
0<é<1
J ( ] 1)" J . .
Z — z y™ serie geometrica
n=0 a n=0
-1<y<1
x—1
-1<—x1
X
Vn + 2 |
Z — (arcsin x)™
On! n+1)
y = arcsin x
~A4(r€n
’ﬁ)th\ L L
-4
>

Matematica 2 Pagina 30



L,J.“IL

c Vnt2

e oty Y

n=0
Vn+3

fan+1 . m+DIn+2) vn+3 nl(n+1)

lim -l = lim = lim *

n-ow | a, now \n+2 noo(n+1)!(n+2) n+2

nl(n+1)
] 1
Sm e % PEte

la serie iny converge Vy € R
la serie in x converge assolutamente in [—1,1]

Convergenza totale della serie iny: [—6,5],8 > 0 qualsiasi

Tt
larcsinx| < 6,6 = 3

Tt
|arcsin x| < E,Vx € [—1,1]

= la convergenza é totale in [—1,1].

in + logn
y=eY,x€eER
n
in+ logn n+ logn1
. ap +1 (n+1) +log(n +1) _ n+logn
lim -| = lim = lim
n-o [ @, n—oo 1 n-oo (n+ 1) +log(n + 1)
n +logn
n

= lim ——=1

n-oon +

p = 1:la serie converge puntualmente per y € (—1,1)
©-1<e*<l1 el ©x<0

OOV, ?mk“!l .o

4
y=17?
e*=1eox=
(00 1 —_
z_}_~1£@_gﬁ 1
n+logn~n 1
n=1 n
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. . . . (00 1 —
= criterio asintotico = Y., e +0oo
Convergenza totale: per la serie in y, la convergenza é totale per y €
[-6§,8],0 <6 <1

Se*<d ©@x<logd

L °
b
-

CoV, 1ot o!..

Esercizio da fare

G

(m+ D™ (n+ D=

(0]

Yty -t =fG) p>0
n=0

(xo —p,xg+p) {an} ER

f(x) =ag+ay(x —xp) + ay(x —x0)% + -+ + ay(x — x)™ + -
0+a;+2a(x—xp) +-+na, (x—x)" 1+
(00

F0) =) may (x = x)"!

n=1

Integrando Y. ;-0 @, (x — xo)™ x termine a termine in (xg, x)

(t—x)%1" «a
> o =—21 (x — x0)?

X0

X
f aq (t - xo)dt = aq [
Xo

1 ﬂ | 2 % L 3 an _ n+1
ao(ico x0)+2 (x —x0)* + 3 (x —x0)° + +n+1(x Xo)
an
= Z —— (x — xo)"*! serie integrale di (1)
£ m +1

Teorema (di derivazione e integrazione termine a termine [di una serie di
potenze])
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. . T 3 a
1) Laserie derivata Yo n a, (x — x,)" ! e la serie integrale Yo, n—:; (x —
%)™+ hanno raggio di convergenza p (ossia lo stesso raggio della serie
iniziale).
2) Lasomma della serie derivata e la derivata della somma, ossia:
(0]

f1@) = ) nay (= x)"h Vx € (o= p, %o +p)

n=1
00

X

a

f F@dt = Y T (= 2™,V € (0 — .0 + )
*o n=0n

) = an(x—xo)"

n=0
=ap+ a;(x — x9) + a,(x — x9)2 + az(x — x0)3 + -+ + a,(x — xo)™ +
flf(x) =0+a; +2a,(x —xp) +3as(x —x¢)? + - +na,(x —xy)" 1+ -
Fl(0) =2ay+3*2as(x —xg) + -+ n(n— Da, (x — xp)" L + -

— z nn—1)a, (x —xx)" 2 ..

n=2
fEec”
FO@ =Y =1 x@=2)xx (0= (k= D) *ay * (x = xo)"*
n=k

=k*(k—1)*(k—2)**3*2*1*ak+(x_x0)+(x_x0)2
f(k)(xo) = k! ay

) e
dove a, = fn—(!xO) Z Ay (x — x0)™ = f(x)
n=0
2
Z f—ﬁ(,x—(’) (x = x0)™ = f(x)
n=0

Serie di Taylor di f, di punto iniziale x,

)
Foo =Y L0

n=0
fll( 0)

(n)
= f(xo) + f'(xp)(x — xp) +— 2 f (x0)

o (x —x0)" +

(x =)2+ -

Domande

(n)
f € ¢, posso dire che f(x) = Y.~ Of (xo) (x — x)"
in un intorno di x,???

Definizione
Sia f € ¢® (I), l intorno di x, si dice che f & sviluppabile in serie di Taylor di punto
iniziale xy, se vale la serie (*) in I:

2 £
f(x) = Zf n!xo (x —x0)",Vx €1
n=0

Osservazione
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1
f(x)={e ¥*sex #0

Osex=0
1

. — 1 __2_ L
chlir(l)f(x)—chl_r)r(l)e xz2 =0 = f(0)

: 2 -
Sex¢0:f(x)=x—3€ x2>0(x>0)
. 2 -5
Sex;tO:f(x)=x—3€ 2 <0(x<0)

1

FE) - FO _ e
——— = lim

lim =0
x—0 X x-0 X
2 i
f’(x) 13 e x2 ,x+0
0,x=0
1
2
lim % - =0
x—0 X

fec™®)ef(0) =f(0)=f"(0) = =fM(0) =0
vn € N

A\

Serie di Maclaurin

Wrea
zﬁ ()n=0¢ﬂ@

=> f non e sviluppabile in serie di Maclaurin

Condizioni sufficienti per lo sviluppo in serie di Taylor

f € c®(),Iintorno di x, € R e supponiamo che 3 M, h > 0 tale che
IF® )| < M A

Vx €l YneN

Allora f e sviluppabile in serie di Taylor in I
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(n)
f()—zf (0)(—x0)n vx €1

h=1 |f<n>(x)| <M,vn €N

A

Esempi (sviluppi notevoli)

f(x):ex f'(x):f”(x):...:f(n)(x):ex
x € [-6,8]: |f(”)(x)| =e*<exf=M

x<§d

= sviluppabilita in serie di Maclaurin

x _ zul X = Z— Vx € [-6,6],V6
n! n!
n=0 n=0

Vx eR

f(x) =sinx f'(x) =cosx,f"(x) =—sinx,f""(x) =—cosx,f""(x) =

f(0)=0,f(0)=1f"(0)=0,f"(0)=1,f"(0)=0,..

lf™(x)| <1 =M = é sviluppabile in serie di Maclaurin

- I o) f(n)(o) n_ x3 x5 il x2n+1
Smx—z nl =x—gtg et CU et
2n+1
_ n__
smx—Z( 1) 2n +1),]]

VxE]R
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/1

f(x) = cosx

xZTL x2 x4

L _1\n — 1 — 1 ...
cosx—;( 1) (Zn)!_1 5 +4!+

1
Zx”=1+x+x2+-~-+x”+---=1—x— vx € (—=1,1)

n=0
X €& —X

n+1

x3
_|__3_+..._|_(_1)n + .-

n+1

243 n+1
t=x _ 41 i _1\n
[log|1l + t|]:iZ5 = x > + 3 + -+ (-1) T

X

log(1+x) = z(—l)” ——
n=0

+ -

n+1
x € (—1,1)

m(—l)”_i(—n"-l_l 1,1 1,
—n+l L n 2 3 4

n

Converge (serie armonica a segni alterni)

N
log2 = » ————
w220 =

n=1

1
—— =14+x+x2+-+x"+--
1—x
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x — —x? x€e(=1,1)
1 2 n
- 2 2 2
1+x2_1—x-+0m) +oet (=x2) 4
=1—-x2+x*+-+ (D" x4 -
1 x3 X3
f———dt:x———+—+---+(—1)”
0

1+ t2 3 5

3 5
x> x
arctani)¥ =x — — 4+ — + ---
( o 3 5

2n+1
arctan x = Z(—l)" — x € (—1,1)
n=0

2n+1

o]

g 1
— = tan1 = —1)"
1 arctan nio( ) > 1

Converge secondo il criterio di Leibniz
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Funzioni di piu variabili

lunedi 11 ottobre 2021 18:55

Introduzione al concetto

Finora si e stati abituati a studiare le funzioni di una sola variabile, ad esempio:
y=f(x),xel

gr = {(x,f(x)) X E I}

Di queste funzioni, si sa disegnare il grafico grazie al concetto di derivata per studiare la
monotonia, il minimo, il massimo, eccetera... (sese)

Le funzioni di due o pil variabili sono strutturate in questo modo
fGy)
f(x,y,2)

f(xl, X2, ...,xn)

Le linee e le curve nei grafici saranno di una quantita pari al numero delle variabili specificate.

(x,y) € X € R?

f:(x,y) XS R?> — f(x,y)
Dove X é il dominio di f.

Di conseguenza, g5 = {((x,3), f(x,¥)) : (,y) € X} = {(x, 3. f(x,3)) : (x,y) EX} S R?
Superficie in R3 (codiminio)

z=f(xy)

Il grafico di una funzione x,y (pili 0 meno)

é A}! x,-/\

Il codominio della funzione e
sull'asse z.

I dominio & x.

Esempi
z=x2+7y?
Superficie paraboloide ellittico
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K

Equazione della circonferenza in (0,0, k) di raggio vk.
flx,y) =x2+vy% Vv(x,y) e R?

Altro esempio
z=Jx*+y2 = f(x)
flx,y) =Jx2+y2 V(x,y) € R?

L'equazione rappresenta nello spazio una superficie conica.

(| W

| Ly

| BN
| Y

0

Altro esempio
f(x,y) = livello della superficie terrestre rispetto al livello del mare in (x, y).

Z

M~

f(x,y) = c¢ costante

isoipse < )
isobare @

Esempini
Prendiamo in considerazione la temperatura T'(x, y, z, t), bisogna studiare una funzione di 4
variabiliT € R, per cui scalare.

Funzioni vettoriali

P(t) = (x(t), y(©), z(t))
f:tel-P(t) ER?

Campo di attrazione gravitazionale
f:PER? > f(P)ER

Campo vettoriale
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fFiPER}> f(P)ER

Campo vettoriale

N

~ 4 —
7\
6. (5y) Xz("ﬂ)

fly) = <3x = %7)

y#0 ‘/

Altri esempi

1
fGoy) = m,y +X

Quindi si disegna nel piano la retta y = x e si tolgoo i punti

N \’._x

flx,y) =xlogy;y >0
N

se fosse stato y log x X

f(x,y) = xloglyl, y#0

f/.; e,

7N/

Ly =Vad-x2-y?:4-x*—y"20 422" +y* ox*+y’ <4
In altre parole: distanza((x, y), (0,0)) < 2

7,

ya
-1 /] ¢

<\

| = s e -~ A Al -
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-\//, ¢ %
FO,y) =Jx2+y2 =9 x24+y2-9>0 x2+y2>9
%
ey,
///\/,f”

flx,y) =log(x® +y?>=9) x"2+y"2>#9

f(x,y) = arccos(x? + y2 — 4)
-1<x*+y?-4<1 3<x?+y%?<5
a

SR
,’\\/‘(ﬁ res

1
f(x, y) = e
Jxt+y-—1
x+y—1>07?
y>1—x

0>1-2=-1

f(xy) =loga(x* —y?)
x*—y2>0 © y’<xt & y<ix?

(xz)2 -y2>0 o (x2-y)(x*+y)>0
x2—y>0 5 x2—-y<0
x2+y>0

{y<x2 ” {y>x2
y > —x?

y<x? y=x

///// ///

77 1 4
///' (0,-1) 4

N

Matematica 2 Pagina 41

'




f(x,y) =log(y? — x?)
y2—x2>0 ¢ y>+x nonsignifica nulla!

y—x>0 y—x<0

G-0G+0>0 < {y+x>0 {y+x<0

y>x y<x
y>—x U y < —=x

Yex L
////l;a/ : /

//I ;
X

A
W
Py ./:)t A
/
) ’/,///
A / / \
Y
N, 1
:x
/ 7

Da fare
f(x,y) =log(y? — x*)
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Spazio R™
R™ = {(x1, X3, 0, X )X ER} Vi< 1; .51

f=fy (xy) €excR?
f=fxy2) (xyz) €xcR3
f=f(x1, "'!xn)=f(x)

x ExcR"

Tipologia di R"
R™ + gruppo abeliano
%Y ERYL x+y=(x;+y1,% + V2, e, X + V)

Proprieta commutativax +y =y + x
Proprieta associativa (x +y) +z =x + (y + 2)

Elemento neutro 0 = (0,0, ..., 0)
Elemento opposto Vx € R™ 3 — x = (—xy, .., —Xy)
x+(—=x)=0

Prodotto per uno scalare
—Ax — (Axq, Axy, ..., Ax,), VX € R", VA € R

Proprieta distributiva

/1(£+X) =Ax + Ay; A+ wx = Ax + py
Mpx) = AWx;1+x =x

R™(+,0) Spazio vettoriale

Esempio

X*xY =X1y1 +X2Y2 + o+ XnYn

1) *(14)=1-8=~7
(x+y)+z=(x+2)+(y*z2)
x*x=xt+xs+-+x2=0

0Oeox=0

(xxy) = () =y 7

R™ Spazio Euclideo

*

> R
1R
Il

xX*xy = ||x|| ||y|| cosa
||x||=m Norma di x

X

[1122]|=V1i+4+4=3

||x||20 Vx € R"

llxl| =0 & x=0

l2xl| = 12l] |ixI] vAieR,  vxeRrn

||x +Y|| < |lxI| + ||y|| dis. triangolare

|§ *y| = ||£|| ||X|| Disuguaglianza di Cauchy-Schwarz

X*y X*y
||—_|m <y,da€[0,m]:cosa = —=
Al b

[ENE]
Distanza tra due punti
d((x1:}’1)' (XZ»YZ)) =G — )2+ +¥2)2 = ||(x1»J/1) = (xz:YZ)”
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= |l

)

) =d(x)
)ZOd(xy)—O ox=y
)

< d(x Z) +d(z,y) Disequazione triangolare
R™ spazio metrico

Base canonica
a; = (1,0,0) a, = (0,1,0) a,, = (0,0,0,...,1)
ap*xaj = 0 Vi+j

[las|| = 1 Base orto-normale quando & una base e si hanno due vettori, hanno

prodotto scalare uguale a 0.

Intorno
xo € Rintorno di x,

I5(x) = {x ER: ||x—x0|| < 6} = (x9 — 6, x9 + )

Definizione (intorno sferico)
Siaxg € R, 8 >0

I5(x) = {x eER": ||x—x0|l < 6}

n=2 (o) Ils(oye) ={(xy) eR?: Vi —x)Z+ (y - y0)? < 5}

(x — x0)% + (y — y9)? = 82 circonferenza

n=3 (x—x0)% (Y —y0)? (z=z,)?% = 62

(%0, Yo, 2o) superficie sfep

Pern > 3 sono

Punto interno e esterno
Definizione z € R"

Xg € R" interno ad x
Sed8 > 0: I5(xy) S x

e %omkﬁ -

Osservazione x internoad x = xg € x
Definizione x, € R™ esterno ed x se x, & intorno a x€.
Definizione x, € R™ frontiera se non & interno e ne esterno ad x

Esempio
x={(x,y) ER?*: x +y < 1}
x+y<ley<l-—-x

x% insieme dei punti interni ad x

x frontiera a bordo di x & I'insieme dei punti di frontiera di x

Punti di accumulazione
Definizione V§ > 0 3Ix € x,x # x4 ¢ |x = x0| )

Definizione R™ punto di accumulazione perxse Vé > 0,3x € x,x #+

X0 ||x—x0|| <é

Osservazione
| punti interni sono di accumulazione

Osservazione

| punti di frontiera possono essere di accumulazione come possono non esserlo.
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Ojrahdo Véll llhﬁmﬁl un |il§0|a 1 Cloe punti ai rdin

>
B
o
w
)
o

ia rllm ulazione
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Insiemi, limiti e continuita

mercoledi 13 ottobre 2021 22:43

Definizione X € IR" si dice aperto se ogni suo punto € interno.

- TN
| o
. \ro-
.\
‘ ©)
~ ’

-

2% 3N
v
£ ¢
/ X
' Xo O
Ky
O
X={(;y)eR?:1<x?+y2<9} %

Questo insieme e aperto

x={(x,y) eR?:x+y<1}
y<l-—x n

//// 5
/ -
@ 721-X

L'insieme € aperto, pero se mettiamo = non lo e piu.
H

Xo

0 2
R |{x0}
) Insieme aperto

Altro esempio
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X={(x,y)eR?:1<x+y<3}
x+y>1eoy>1—x

)

\ &
L WeENnE §
APERTO
Definizione
Un insieme X < R" si dice chiuso se x¢ = R™ \X e aperto
727
/, 10
O /7
/

4 x+y=1

Ci possono essere esempi che non sono ne 1'uno ne l'altro

(Le parti tratteggiate non vengono considerate
nell'insieme)

Foo----= --q NE aPeRTO
! NE CHIUSO
|

x={(x,y) eR*:1<x%*+y? <9}

Il complementare sara la parte che
sta fuori, escludendo i punti della
circonferenza esterna, e in modo
analogo anche quella interna
(siccome e fatto da due parti).

x¢={y<1—x}

X (la chiusura) sara la corona
circolare + i punti frontiera
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Definizione chiusura
x € R : chiusura di X
X=XuU?X

x+y>1
Xix+y=>1

X< x
X chiuso, x = x : e il piu piccolo insieme chiuso che contiene
X.

Definizione insieme limitato

X € RlimitatoseIM > 0: |x| < M,Vx € X
S -M<x<M

X < R" si dice limitato se 3M > 0 tale che ||x|| < M,vx € X
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[a, b] compatto di R

Definizione
X € R" si dice compatto se e chiuso e limitato allo stesso

tempo. -~
PR

( 7 \ In questo esempio
{ / , I'insieme e aperto, per cui
' \ non e compatto.
\ /
~ N 4
-— A S
-
\
/
i \ Neanche questo & compatto.
|
\ 7/

Questo si che € compatto,
siccome é chiuso e limitato!

No compatto, non limitato

>
Definizione Insiemi aperti connessi
‘. - TN\
’ g | 8 /’, \
N
‘ )
Ay * M S Mna,=
\ ! e - o =~ X = Al U AZ
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Un insieme si dice connesso quando e fatto soltanto da un
unico blocco.

\ | CovwViEsSSO

x € R™ aperto si dice connesso se non ¢ unione di due
insiemi aperti non vi vuoti e disgiunti.

/
//, \ o
g I
N R
x>0 x<0
xy>0 < y>0 y <0

/// ,t Nov\" comwés30

X € R" connesso per poligonali se Vx,y € X 3P poligonale
di esterni x, y taleche P € X

X

Se X aperto, allora X connesso < (se e soltanto se) X
connesso per poligonali.

v

)
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Limiti e continuita
f=f0,y),f:XSR*—>R
(x0, ¥o) di accumulazione per X.

(x.,%.)

f=fx

: — definizione
= =
llm0 f (x) leR

<:)Ve>035>0:Vx€1,x¢x0,|x—x0|<6
> |f) -1l <e

>
Definizione
Si dice che f(x,y) tendead |l € R per (x,y) = (xg,¥0)
lim f(x,y) =1
(x,¥)~(X0,¥0)

edefinizione ye > 035 > 0: V(x,y) € X, (x,y) = (x0, Vo)
16,3 = Goo, )| < 6
> |fey) -1 <e

[Deve esistere almeno un punto diverso da (xg, yo)]
Ci sono delle differenze molto importanti rispetto ai limiti

delle f}Wanabili Singole.

S

( (/,o’yb)) -—*_‘_.-‘——

< / Xo

N——"
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Esempio

X
flx,y) =~-
Jx?% 4+ y?

Vediamo dove la funzione e definita
x24+92>0 = (xy) % (0,0)

2

X = RZ\{O,r}

— - »

xZ

lim — =0
(x,y)—=00,0) . [x2 4 yZ
Ve> 035 >0:V(x,y) € R? (x,y) # (0,0) e\/}i:?i< 6

xZ
> —< €

ﬁz + 92

Dobbiamo vedere adesso quali valori di x, y garantiscono
questa cosa.

2 2 2 2 2)2 1
x P AL/ (x2+y2) _ i1y
JxZ4+y2 x4 y2? xc+y

e S
Se\/;c +y <e,m;2<e HEE
€>038(=€):V(xy) ER?: (x,y) % (0,0) e /x2 +y2 <
10)
2
—<E€
2

Jat+y

Conseguentemente I = 0

Esempio y S
——49_’
tSENAO t uva FupZion)E
7 MR
oY) = —— T LiouTe
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17 Cue Yowv

ANNETTE
flx,y) = ?/?sz_'_——y; [ LinTe .(.\
— ———)
f(0,y)=0 , 0

lim f(x,y) =0
y-0

x=0

Sey =0 f(x,O)z%

lim,_,q f(x,0) non esiste
aoge SO0 0) =1

lim f(x,0) =—-1

x—0~

X
lim ———non esiste
(x!y)ﬁ(oro) /xZ +y2

Definizione

lim x,y) = +
(x,y)—(x0,Y0) fxy)

S VM >036 >0 :V(x,y) EX,“(x,y) —(xo,y0)|| )
= f(x,y) >

lim(x,y)ﬁ(xo,yo) f(x: 37) =€ RU{to}
& VU intornodil36 > 0: V(x,y) € X : ||(x,y) =

(xo'YO)” <4, (x,y) # (x0,¥0)
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Funzioni continue, derivate, differenziabili

venerdi 15 ottobre 2021 15:20

Ricordiamoci quando una funzione di una sola variabile & continua
f (x) continuain x € I se accade che lim,_,, f(x) = f(xo)

Quindi nel caso di funzioni a due variabili:

f=fxy),f:XSR>*>R
(x0,¥0) € X punto di accumulazione

Definizione
Si dice che f & continua in (X, Yo) se lim(y ) (xoy0) f (6 ¥) = f (X0, Yo).

Se (xg,y9) €isolato, f(x,y) continuain (xq, Yo) per convenzione.

Quindi, f & continua in (xg,yy) © Ve >0 36 >0:V(x,y) €
X,||(X.y) = (xO,yo)H <é
= |f(x,y) = flxo,y0)| <€

(Questa definizione include il caso in cui il punto si € isolato)
Definizione

f si dice continua in X se & continua in ogni punto di X.

Il teorema di Weierstrass ci dice che se abbiamo una funzione continua
un intervallo chiuso limitato (f: [a, b] = R), c'¢ un massimo e un
minimo. Possono esistere piu punti di massimo e minimo assoluto.

k € R? compatto, f = f(x,y)
f:k = R continua. Allora f & dotata di minimo e di massimo (assoluti):
m< f(x,y) <M

3(xq, ¥1), (x2,¥2) ¢ f(xg,y1) =m
3 k flxy2) =M

(%1, y1) minimo assoluto
(x2,¥,) massimo assoluto

R b

Teorema dei valori intermedi
f:la,b] = R continua

/1 ’

™. TAVI )
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1S 8818 ESE

o« b ¢ 4 " °

f =f(x,y),f:k > R,k dominio connesso (ossia k = A, dove 4 & un
aperto connesso).

Allora f assume tutti i valori compresi tra minimo e massimo (assoluti).

4 | @; i)
l

/"d

f = f(x,y,z) Funzione con tre variabili
lim flx,y,2z) =1
(%,y,2)~(x0,Y0.20)
36 >0:V(x,y,2) € X,(x,y,z) * (x9, Y0, Z)
||(nylZ) T (XO':YO'ZO)” <é=> |f(x:)"Z) T ll <e

Osservazione
Definizione di limite e continuita sono analoghe

Derivate parziali
Ricordiamoci la definizione di una derivata per le funzioni a una sola variabile.

f=fG)x€lfil >R

f derivabile in xg se lim,_,,, = ) i(x‘)) esiste finito
-0
e St - fx) L, _df
= }11_{?0 A = f'(xo) = a(xo)
)
'
'
' 3

Xo

f derivabile in x, = f continuain x,
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f derivabile in xq = f continuain xg

LS

g-‘lk‘

LS

Equazione retta tangente:

y = f(xo) + f'(xo) (x = xo)

Cosa succede quando consideriamo

=f(x,y),f:ASR> >R -~
; eony
A insieme aperto di R? ‘\ /'
(x0,¥0) €A MELE L
Definizione

Si dice che f & derivabile (parzialmente) rispetto ad x se esiste finito il seguente
limite
f(xo + hyo) — f(xo, ¥0)

) h
M
/ €= -~y \
»l--- e |
. [}
\ A
—+
{ [
[ 4
Xo Soth

(x) = derivata parziale di f, rispetto ad x nel punto (xg, yo) = % (x0,y0) =
fx (%0, ¥0)

Attenzione, non si scrive f;, poiché non ha senso

Si dice che f & derivabile (parzialmente) rispetto ad y se esiste finito
f(xoy0+h)—f (x0,¥0)
h

d
= (o,vo) = £,C0,%0)

limy,_, =derivata parziale di f rispetto ad y, in (xq,y,) =

%fl\m. || — —76
Yo

Esempio di esercizio
flo,y) = x%y
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__( y) y (Xz)—ny
( 2y) =222 =
f(x y) = log(x —y)
— 1 —
fo = _y‘a( x—y) = [_(x)__(y)]
1
fy:?c_[_()——(y)] C
f(x,y)=arcs1n( xZ_y)
:_1—*_d_ 7 o 1 X 1 I
’ VI-G2=y) @ Vi-x2+y 2x2-y dx(x y)
1 1 d a7
ax ()= “2x = fy

\/1—x2+y 2\/x2—y Tdx
1 1
fy=

*
JI-2+y 2x2 -y
1

* = —
J1-x2+y 2Jx2—y 2J1—x2+y= /x2—y

f=x*-3x+4xy +5
fx=2x—-3+4y

fy =4x
f(X,Y)=|X—)’| x—y=0eoy=x
non e derivabile
t 1,t>0
X—y D|t| = f
1) =
Jy |x — y| lx =yl
N
LY
(x, %)

fx+hx)—f(x,x) |x+h—x]| _M

h  h  h

1 1
= §sin2(x3y) + Ecos‘*(x2 —y?)
fe ) A
E sin(x3y) * cos(x3y) = 3x2y + A 4 cos®(x? — y?) [ sin(x2 — y?)]
* 2x

= 2sin(x3y) cos(x3y) * x%y + %x cos3(x? — y?) sin(x? — y?)
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fy
1 1
=3*2 sin(x3y) cos(x3y) * x% + o4 cos®(x2 — y2) [—sin(x? — y2)]
* (=2y)
f = xy — sin(xy) cos(xy)

fx =y — [y cos(xy) * cos(xy) + sin(xy) [—sin(xy) = y]
=y — [y cos?(xy) — ysin?(xy)]
fy =x— [x cos(xy) * cos(xy) — sin?(xy) * x| = x — [x cos?(xy) — sin?(xy)]

x Da* = a*loga
=277
x? 2¢| 2 1
X =[x — 2Y log2+x—|+2Y %= *
fx=yx=y g2+~ 2=y
x? x? x2 1
fy =x—=y 23’10g2*<———> +2Y x — x (—1) 1
” v* 2=y Dlog|e| = ;
f=10gllx—yl
fx=x_3;*1
1
=yt (D=0
D<£>:f'g—fg_'
_1+x%y g 9?
T eV
_2xyx eV — (1+x2y) xeX VY x 1
Gl 22 )
1
2 ,Xx—\y _ 2 x—y LN
x“e (1+x y)e *( 2\/_)
b= 22 )

f(x) : f derivabile in x, = f continuain x;.
Esempio di funzione del genere, & quella valore assoluto.

Funzioni di piu variabili
f(x,y) derivabile in (xg,y,) € A

f A - Rse 3fx(x0'}’0).fy(xo'}’0)
f derivabile non implica f continua.

Esempio

f(x.y)={

Osexy=0
lsexy#0

f discontinua un (0,0)!

f(h,0) = f(0,0) 0l f(h,0) — f(0,0)
= im =
h h—-0 h

0= fx(0,0) =0

Matematica 2 Pagina 59




i [ OR =IO o 40y

f & derivabile in (0,0) ma non & continua!

Esempio
Funzione continua ma non derivabile
floy) =i +y? = ||x,y||

4

2,

i FBO —FO0) VR
o h i h h—0 h
La derivata non esiste

Per cui f non e derivabile rispetto ad x!

. f(O,h) —f(0,00 Al b
lim = lim — non esiste
h—0 h h-0 h

Definizione
Funzione derivabile in un aperto A
f : A € R? > R derivabile in A (aperto) quando & derivabile in ogni punto di A.

f=fxy2),f:ASR >R
lim f(xo + h, ¥0,20) — f (%0, Y0, Z0)

h—-0 h

. f(x0,y0 + h,zo) — f(x0, Y0, Z0)

lim

h—-0 h

lim f (o, yozo + 1) — f(xX0,Y0,20) ﬁ(x 20)
e A =4z 0, Y0, %o
Esempio

flo,y,2) = x*yz
fo = 2xyz; fy =x%z; f =y?log(x? + z?)
1
2

=y ra it

d d 1 2xy
fe =7 0 log(xzzzz)) =yt logx? +2%) =y a2 = s
f, = log(x? + z? o y? = 2ylog(x? + z?%)
fo= Yt B

f(x,y,z) =x%*logz z>0

¢yo
gzgxlogz //
X2
o= :
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fy=
fz=

?
x2
VA

flx,y) ffASR? >R (xq,y0) EA
e; = (1,0), e; =(0,1)
xo = (x0,¥0) (X0 + 1, ¥0)

I f(xo + h,yo) — f(x0,¥0)
im

}lli_I}(l) AR heill) il = f(x0,¥0)
Yo + hey) — f(yo
lim f o e;) fGo) _ £ (o 70)

1

-_— e - -

f(x0+h)—f(xo)=

Jim - dim f'(x) = f=(xo)
Definizione

Un dominio € la chiusura di un aperto.
D € R? dominio, D = A, A aperto.

f:D € R? - R derivabile in D°.

fe:D° > R

fy:D0 - R

Dove queste ultime due sono continue.

(x0,¥0) €D + 0(x0.y0) € D°
oppure (xo, yo) € dD
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fe(,¥) = fx (%0, ¥0)

lim
(x,¥)~(X0,¥0)
Se (‘XOI }’0) € dD

Definizione

Si dice derivata rispetto ad x in (xg, yo) il limite se esiste finito
lim(x,y)—»(xo,yo) fe (e, y) = fr(x0,Y0)-

Si dice derivata rispetto ad y in (xg, yo) il limite se esiste finito
M e ) (x0,90) fy (6 ) = fy (%0, Y0)-

Quindi le derivate nei punti di frontiera si ottengono come prolungamenti per
continuita dall'interno D° di D.

Derivate seconde
f=f),f =f"(x) derivabile
="

fi tACR? 5 R, f.(x,y)
frrASR* >R, f(xy)

d d
fx af" @fx Derivate seconde di f
d d
fy afy Efy
d’ f d*f
fex = T2 o o= fxy
dx dx dy
de de

fyx = dy dx d_yz _fyy

2 Hi fxx xxy>
D f(xJ’) T <fyx fyy
Matrice hessiana di f (x,y)

fxx» fyy sono chiamate derivate pure
fxy» fyx sono chiamate derivate miste

fOoy) = x*y% f = 2xy°, f, = 3x?y?

D2f=<fxx=2y3 fxy=6xy2>
fyx = 6xy%  f,,, = 6x%

al-j = aji

52

flo,y) =x*logy; f = 2xlogy; f, = =

2x

frx = 2logy fxy 5 7
2x x?

fyx = 7 fyy = _F

Definizione

Matematica 2 Pagina 62



f:A € R? - R, A aperto di R? derivabile due volte in A se V(x,y) € A 3 tutte le
derivate seconde di fin (x,y).

Teorema di Schwartz
f:A € R? - R derivabile due volte in A. Sia (xg,¥o) € 4 : se fyy € fyx sono
funzioni continue in (xg, ¥o), allora

[fxy(xo’ J’O) = fyx(xo' J’O)]

sz 1 <fxx fxy)
fyx fyy
Determinante hessiano

H f(x,y) = detD?f(x, V) = fix * fyy — fxy * fyx = (derivate continue)= d, *
dyy — fxzy *f(x,y,2)

fe(x,9,2)
fy(x' yv Z)
f2(x,y,2)

fx : fxx ﬁcy fxz
fy : fyx fyy fyz

fox fay foz
frx fxy fz
dzf(X, v,2) =\ fyx fyy fyz
Jfox fzy foz
fxy T fyx
fxz = fax
fyz I fzy
f=x*yz

fo=2wz f=x%z f=x%y
frx = 2yz fxy = 2x7, fy, = 2xy
fyz =2xz fy, =0 f,, =x?
fox = 2xy fzyzx2 f2z =0

f(x,Y) f;cx f;cy

fyx fyy
af dif a3f
dx3 dx?dy dxdy?
d3f
dy? da3f

Se f derivabileinxg €I S R, f = f(x)
fx) = fxo) + f'(xo)(x — x0) + 0(x — xp)

fx) — flxg) — f(x0)(x — x0) L ko f_(x)_—f(xo_)-—f’(xo) =0
X — X X—Xo X — Xp

h=x—x0:Af = f(xg +h) — f(x0) = f'(xo)h + o(h)
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f'(xo)h ¢ il differenziale di f in x, quandoh — 0
d f(xo) = f'(x0)h
df = f'(x)dx

24

Funzioni differenziabili
f=f(y),f:A<R? > R,Aaperto.

Definizione (vettore gradiente)
Sia (xq,Y0) € A ed f derivabile in (xo,yo) : 3fx (X0, ¥o), fy (X0, ¥o)-
Si dice gradiente di fin (xg, o), il vettore Vf(xq,vo) = Df (x9,y0) =

(e Cea, ¥0), £ (%0, 70) )

Esempio

fO)=S+%; fi=x fy=.
Vit y) = (x,y)

Vf:(x,y) €A - Vf(x,y) € R?
(primo esempio di campo vettoriale)

Il gradiente e I'operazione che consente di associare ad ogni punto della funzione

un vettore.
Come si disegna il campo gradiente?

4

S,

1S
PAMNLODE £ M0

fly) =2+ L= CT AY e

g

[lv7l] = V=2 +52

S
[ 4

1
feey)==5(*+y%)  ence ofrosm
Vf = -(xy) *

Definizione funzione differenziabile
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f:A S R? - R, (x0,y) € A. Supponiamo che f sia derivabile in

(%0, o) (ﬂvf(xo:J’o))-
Si dice che f & differenziabile in (x;,yo) se vale la relazione di limite.

f(xo + h,yo + k) — f(x0,¥0) — Vf(x0,¥0) * (h, k) L

(h,kl)liréo,o) N h2 +F 0
df (x9,y0)(h, k) = Vf(x,y0) * (h, k) = differenziale in (xg, yo) = fr (X0, Yo)h +
fy(xO' :VO)k

lineare rispetto a h, k.

Per quanto riguarda il limite & f(xq + h, yo + k) — f (x0, ¥0) — Vf (%0, ¥0) *
(h k) = o (VRZ+K?)

NB,f,g =f=o(g)seg—>o,x—>x0e£—>0,x—>xo

Flxo + R, yo + k) — FCxo,vo) — VF (xo,v0) * (B, k) + 0 (\/hT ny k_Z)
Dove (h, k) — (0,0)
Af = df(x0:3’0)

f differenziabile in (xq,yo) = f continuain (xg, o).

Dimostrazione

(x’y)l_l}(glco'yo)f(x' y) = f(x0,y0) © (n,kl)lir%o,o)f(xo + h,yo + k) = f(x0,Y0)

|FCeo + h,yo + k) = £ o, ¥0)| = [V (xo, v0) * (1) + 0 (VA2 + k2|
< |Vf Gxo, y0) * (b, 10| + 0 (VA2 + k2)

e« y| < [lxl] ||y|| disuguaglianza di Cauchy Schwartz
IVf (o yo) || VRZF R + 0 (VRZ 1)

<

h,k - 0,0

Piano tangente

f differenziabile in (xq,yy) € A (0‘/&\
v

FGo+hyo +10 = o y0) = Vf o yo) * () + o (ViE+12) ()
h=x—xp,k=y—y,

fG,y) — f(x0,¥0)

= £ (o, ¥0) (¥ — ) + £, (60, ¥0) ¥ — ¥o) + 0 (VG = 20) + (v — 0)?)

XV,
Y)Y

z = f(x0,¥0) + fi(x0,¥0) (x = x0) + £, (%0, ¥0) (Y — ¥0)
ax+by+cz+d=20

Piano tangente al graficQ ¢@f, n 0 Yo, f (X0, ¥0)) (2o = f (%0, ¥0).

| ( J“"
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ax+by+cz+d=20
n=(ab,c)

—fx (X0, ¥0) (x — x0) — £, (x0, ¥0) (¥ — ¥0) + 2z — f(x0,¥0) = 0
2x+3y—4z=4
n=(23,—-4)

Esempio

Piano tangente in (1,1) f(x,y) = 3x% + 4xy + 5y
fx0,y0) = f(1,1) =3+4+5 =12
fr=6x+4y,£,(11)=6+1+4x1=10

fy =4x+5,£(11)=4+5=9
z=12+10(x—-1)+9(y —-1)

f(x,y) = arctan(x + 2y), (x,y) = (1,0)
U
f(1,0) = arctan1 = "
1 1
fe = Tz ¥ b (L0 =3
2 2

b= e (L0 =5=1
L'equazione della tangente sara:

T

4

1
z= +§(x—1)+y

Teorema del differenziale
f:A S R? > R,A S R? aperto derivabile in tutto A (3 f, (x,¥), f, (x,¥), V(x,y) € A). Allora,
se fy + A > R, f; : A—> Rsono continue in A, f & differenziabile in A.

Dimostrazione

Tesi: dobbiamo dimostrare che f & differenziabile in (xy, vo) € 4,V(xy,V,) € A4, ossia
f (xo+h) —f (x0,50) —Vf (x0,¥0)* (h.k) -0

lim 1) 0,0)

VhZ+k2
£ e+ b, Yo + ) = £ Gxo,Yo) — (o, Yo)h — f, (g Yok
VhZ + k2
_ flxo +hyo+ k) — flxog + h,yo) + f(x0 + h, o) — f(x0,¥0) — f (X0, Yod b — £, (x0, o)k

N

fxo +h,yo + k) — f(xo + h,yo)

Gy) =f(xo+hy):flxog+hy,+k)—f(xo+hyy) =Gy +k)—G(yy) Yo <y1<Vot+h
gb) —gla) =g'(c)b—a)

Applichiamo il teorema di Lagrange alla funzione G (y, + k) — G(y,)
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flxo+hyo+ k) = flxg + h,yo) = G'(y)k = f,(xo + b,y )k

f(xo + h,yo) = f(x0,¥0) = F(xg + h) — F(x) = fo(x1,¥0)h
F(x) = f(x,0)

_ fy (xo + b, y1)k + f (x1, ¥0)h — fi(x0, yo)h — fy(xo'yo)k

Nl N
_ [fc (e, ¥0) — fiCxo, yo)lh + [fy(xo +hy1) — fy(xr YO)]k
- N
f(xo + hyo + k) — f(x0,¥0) — f (X0, Yo)h — £, (X0, o)k B
W iR

_ [f (1, ¥0) — fi(x0, Yo)lh + [y (xo + R, y1) — £, (x, o)1k

N

h
< |fx(x1»y0) T fx(xo»YO)| ﬁlzl—% + |fy(x0 +hy) — fy(xOIYO)| *
< |fx(x: Yo) — fx(xodfo)| + |fy(x0 +h,y) — fy(xod’o)|
%o Kot $

(\K) -)(b,o\ ——

2 {

oove ¥

= X1 = Xo,Y1 = Yo : poiché f; e f,, sono continue, abbiamo che
|fx(x1':VO) - fx(xO'YO)l -0

fx(x1,¥0) = fx(x0,¥0)

|fy(x0 +h) — fy(xod’o)| -0

fx» fy sono continue

| f(xo+h,yo+k)—f (x0,y0) = fx(X0,¥0) h—fy (x0,¥0) k
VhZ+k2
= f differenziabile in (xq, ¥o)

g continua in [a, b], derivabile in (a, b) : g(b) — g(a) = g'(c)(b — a)

f derivabile, fy, f, continua = f differenziabile = f continua
C'(A) = {f, f derivabile e f, f, continua}
C°(4) = {f: A - R continua}

f € CY(A) > f dif ferenziabile = f € C°(A)

C%(A) = {f: A - Rderivabili due volte in A con derivate seconde}

fxxrfxyrfyxrfyy

fxy = fyx (teorema di Schwarz)

- 0 per (h, k| - (0,0))

|kl

Xg<x1 <x9g+h

———— K1
Vh? + k?

f € C%(A) = secondo il teorema differenziale, abbiamo che fx» fy sono differenziabili = f,, f,

continuain A= f € C1(4) = f € C°(4).

C® (A) = {f: A - R derivabile k volte, con derivate continue}.
fec®u) > feck-y

c3<c?i<ct<®

C*(A) = {f derivabile infinite volte con derivate continue di ogni ordine }
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Curve di livello di una funzione
flx,y) =c,c€R
z=f(x,y)=x>+y?: f(x,y) =c,c>0
2 2 _
P b +y =c (00,0
z=c +c

Definizione
f:A € R? > R, si dice curva di livello un insieme rappresentato da
E.={(x,y) €A: f(x,y) =c}

Esempio
fl,y) =x*+y%  (x0,y0) = (1,2)
La curva di livello passante per (1, 2) sara la curva di equazione f(x,y) = f(xg, ¥o)
x2+y2=f(12)=5 A
2 2 _
x2+y?=5 vsaa)

f (43 fy =2y
L Vf((l,z)) = (2,4)
7 £(1,2) =2
\J ﬂ f(1,2) =4

Vi(1,2) =2(1,2)

Vf(1,2) L curva dilivello dif passante per (1,2).

Teorema (ortogonalita del gradiente alle curve di livello)
Sia f: A > R, A € R? aperto, f differenziabile in A. Sia (xg, ) € A tale che Vf(xo,y,) # 0.

{ ]
Vg0

Allora, il gradiente Vf(x, yo) € ortogonale alla curva di livello di f, passante per (xg, ¥o).

f,y) = f(x0,Y0)
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Derivazione delle funzioni composte
f=fx),g=9g®:f(D<s] £I-R gJ-R
(gofHx) = g(f(x)) : se f & derivabile e g & derivabile.

= g o f & derivabilee (g 0 f)'(x) = g'(f (X)) = f' (x)
f(x)=sinx? h' = (cosx?)x2x

Per quanto riguarda le funzioni composte:
f(x,y) = sin(x? y) filx,y) = x*y
fi = cos(x2y) * 2x, f,, = cos(x?y) * x? f2(z) =sinz

f = (fZ 0f1)(x:)’) :fx =f2,(f1(ny)) * (fl)x (x'J’)
fy = le(f1(x,3’)) * (f1)y(x:}’)

iy ‘| P=P(t) = (x(t),t(t),z(t))
) .. 'l 1
| -/'Q[

Equazioni parametriche

x = x(t)
y=y()

P' = (x(t),y(t),0)

z=2z(t)
v(t) = (x'(),y' (), 2' ()
lv@]| =1s'@)1

x'=x'(t)

y' =y

d
\?=EV“@”@”
z=2(t) = f(x(t),y(®))

F(t) = f(x(t),y(t)) & la funzione compostada t € I — (x(t),y(t)) € R?, funzione vettoriale

edaf:(x,y) - f(x,y)
F(t) & della sola variabile t, a valori in R.

Teorema di derivazione delle funzioni composte

fACSR? > R [ = [(x y), differenziabile in A

\’\4;;’/

x:tel— (x(t), t(t)) € A, x derivabile (Elx’(t),y’(t)) vt €l
Allora: F(t) = f (J_C.(t)) = f(x(t); y(t)) & derivabile e

F'(t) = f(x(0),y(0) *x'(t) + f;,(x(®), y(©) * y' ()

Vf = (fo fy)
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= Vf(x(t),y(t)) * x'(t) [vettore velocita]
x'(0) = (x'(0),y' ()

Esempio

flx,y) = x* 4+ y? {

x =3cost

y =2sint t € [0.27]

2 2
Equazioni parametriche di % + y: =1

el?

3¢

F(&) = f(x(©),y(®)) = f(3cost,2sint) =9 cos?t + 4sin?t = 9cos? t + 4(1 — cos? t)
=5cos’t +4

F'(t) =10cost (—sint) = —10sintcost

F'(0) = fo(x(0),y(©) x' (&) + £, (x(8), y(£) )y' (£)

fx = Zxrfy =2y

x=3cost |(x'=-3sint

y=2sint |y =2cost

F'(t) =2*(3cost)(—3sint) + 2+ 2sint *2cost = —18sintcost + 8sintcost
= —10sintcost

Derivate direzionali

Definizione

Una direzione in R? & un versore : 1 € R?
=1 & 2+A3=1

f=fCy) ffASR? >R

(xo:}’oz) EA &
AER
- / ("oﬂ":\‘ ‘vo"(- x‘)
(%3,Ya|
{x =xy + tAl
Y=Y+ th;
limf(xo + tAy, Yo + tAy) — f(x0,Y0)
t—0 t
Definizione

Se esiste finito (2), esso si chiamera derivante direzionale di f, rispetto alla direzione A, nel

punto (xg, yo)- Si denota con % (x0,¥0) Daf (x9, v0)

Osservazione

T df o fGo+tyo) — fxo,¥0) _ df
A=e; =(1,0): d_eI (x0,¥0) = %1_{% : T d_x-(xo'yO)

ar ar
de, (x0, Yo)x 2y (x0,¥0)
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Formula del gradiente
Sia f:A € R? > R. A aperto di R?, f differenziabile in A.

Se (X, Yo) € 4, per ogni direzione A si ha che Z—}; (x0,¥0) = Vf(x0,y0) * A = fi(x0, o)\ +
fy(xo, to) Az

Esempio
f(x,y) = x> —3x + 4xy + 5 : derivata direzionale in (x, ) = (1,0) rispetto alla direzione

e N

(]
fe =2x—3+4y,f, =4x
V(1,0) = (-1,4) gg (1,0) = (—1,4) * <§’g) = —£+ W2

Conseguenze

d
T (0, 30) = 9 o y) +2

Massima? Minima?

df

‘a = |vf « 4] < ||v/|
(Cauchy-Schwertz)

«[121] = |1vrl|

df
e —||vfl| < ol [1vfl|

Massima%z ||Vf|L= VfxA= ||Vf||cosa:>cosa= 1=>A=tVf,t>0

—3
sy [,

= 1=Vl =¢||vfl| = ¢ e
Il

re

Il
Z_}; minima quando% =— l|Vf|| - A= —“g—;u
In una superficie z = f(x, y) la direzione del vettorie gradiente si dice la direzione di salita
massima, e la direzione opposigal vettore gradianta ci dica Ia dirazinna di dicraca macqima,

: Yy lita massima
>

-

Y o Z
/ M\(i /

7
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Formula di Taylor, punti critici, frontiera

mercoledi 20 ottobre 2021 11:50

Riprendiamo prima il Teorema di Lagrange (per funziona a singola variabile)
f:la, b] - R continua derivabile in (a, b)
30 € (a,b) : f(b) — f(a) = f'(®)(b — a)

f(@®)—f(0)=f'(0)t
f@®) = f(0) +f'(®)t
Dove f'(0) & il resto di Lagrange

f=fy),f:ASR? >R, A aperto

(x0,y0) €A
l/‘ “ T hRS
/ ede :
! 4(\1,*4“"*‘?

Equazioni parametriche della retta passante per due punti

X =x¢+th
{y=y0+tk t € [0,1]
t =0 - (x0,¥0)

t=1- (xo+hy,+k)
{x = xo + t(x1 — xp)
Yy =Yo+t(y1 — o)

Per cui ora andremo a guardare:
f(xg + th,yy + tk),t € [0,1]
h, k fissati

f € C'(A) (derivabile e f;, f, continue)

Applichiamo il teorema di Lagrange a F(t), ricordando che questa ¢ derivabile per il Teorema
di derivazione delle funzioni composte.

F(1) —F(0) =F'(0) *1 =F'(0),dove ® € (0,1)

Dobbiamo ricavare i valori.

F(0) = f(x0,¥0);
f(xo + h,yo + k) — f(x0,y0) = F'(©)

Calcoliamo ora la derivata F'(0)

F(t) = f(xg + th,yo + tk)

F'(1) = f(x(@),y(®) x' () + f;,(x(8), y(8)) y' ()
= fi(xo + th,yo + tk)h + f,,(xo + th,yo + th)k

Da F'(©) abbiamo:
f(xo + h,yO + k) I f(xo,yO) + fx(xO + @h,yO + @k)h + fy(xO + @h,yo + @k)k T

= Vf(XO + @h, Yo + (’:‘)k) * (h, k)
1wl s k‘
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= Vf(x¢ + Oh, y, + 0k) * (h, k)
o, yor k)
(A Y01 6¢)

(xo “‘0\

Vf(xy + ©h,y, + OK) * (h, k) & la formula di Taylor al primo ordine con resto di Lagrange.
Questa e la versione del teorema di Lagrange per le funzioni di 2 variabili.

Vediamo ora la formula di Taylor con resto di Lagrange al secondo ordine

f € C*(A) (x> fyys fey = fyx continue)

F(t) = f(xg + th,yy + tk)

F'(t) = fi(xo + th,yo + th)h + f,(xo + th,yo + th)k

3F" continua. Possiamo utilizzare la formula di Taylor con resto di Lagrangr al secondo
ordine per F(t).

F(t) =F(0)+ F'(0)t +
Dove ©® € (0,t)

t

FII(@)
2

Calcoliamo la derivata seconda.

F"(t)

= frox(Xo + th,yo + tk)R* + fi,, (X + th, yo + th)hk + £, (xo + th, yo + tk)hk
+ fyy(xo + th,yo + th)k* =

= frox(xo + th,yo + tk)R* + 2, (xo + th, yo + tk)hk + f,,, (xo + th, yo + th)k?

Utilizzando la formula in precedenza F(t):

F(1) = F(0) + F'(0) + F”—Z(el

f(xO + h,yo + k)
= f(x0,¥0) + [fx(XO:YO)h + fy(XOJyO)k]

1
+ E[fxx(x0 + Oh, yo + Ok)h? + 2f,, (xo + Oh, ¥y + Ok) Rk + f,,, (xo + Ok, yo + Ok)k?]

(dove il resto di Lagrange e I'ultima parte f,,,
Questa si chiama formula di Taylor con resto di Lagrange, al secondo ordine.

f'(x0) =0 el ;
f"(x0) < 0 (xo di massimo) () = x
fx f”(xoo) >0 (;0 di minimo) f”=_3x2 =0 =>x=0
f"(x0) =0 (flesso) f"=6x,f"(0)=0

Resto di Lagrange

Flxo+ o yo + k) = F(xo,v0) + V f (%o, v0) * (B k) + | D2f (xy + Oh, y, + Ok) (2) « (h, k)]

Resto di Peano
(quello con la o piccola)
Per funzione a singola variabile:
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F0x) = o) + ' ) — ) + L2

Per funzione a piu variabili:
f(xo + h,yo + k)
= f(x0,¥0) + [fx(XOryO)h + fy(xo»yo)k]

+ % [fxx(xo»YO)hz + 2fyy (%0, Yo ) hk + fyy(xo»YO)kZ] + O(hz + kz)
1R, kI
f(xO + h) = f(xO) +f'(x0)h +

Il resto di Peano ¢ la o piccola.

(x — x0)% + o (x — x¢)?)

f”;x"zhz +o(h?)—h-0

Massimi e minimi relativi (estremi relativi)
f =f(x),xq €1 :maxrelativo se 3§ > 0 tale che f(x) < f(xy) Vx €1 N (xg — &,x9 + &)

TEOREWA DI
FERUAT

-
-— — -

Definizione

f=fy),f:XSR>*>R
Dove X € un insieme qualsiasi
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/8 B

Se (xg,Vo) € X si dira di massimo relativo per f se 36 > 0 tale che f(x,y) <
f(x0,y0) Y(x,¥) € X N I5(xq,Y0)

Esempi
fl,y)=x*+y* x> +y* <1
(0,0) minimo relativo

[XO’ yO] € (((010): 1)
Sono tutti di max relativo

ot - o =

Altro esempio

l AV (xo,¥0) =0

z = f(x0,¥Y0) + fi (X0, Y0) (x — x0) + £, (X0, ¥0) (Y — Yo)

Il corrispondente Teorema di Fermat per le funzioni di due variabili viene definito come
condizione necessaria al primo ordine per gli estremi relativi.

f:X € R? > R, f=f(x,y). Sia (x9, yo) € X di estremo relativo per f interno ad X. Se f &
derivabile in (xg, y,), si ha necessariemente Vf (x, vy) = 0

TN
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MLLavUIas aaa \Yv) () J) YL v v vvouus avaaavasty LRV ATV v

f=x* f(0)=0,f(0)=0
xo = 0 e diflesso
[l teorema di Fermat non € invertibile]

X, estremo relativo =< f'(xy) = 0

Esempio

flx,y) = x* + y?

fxr = 2x

fy =2y

V£(0,0) = (0,0) I

f(x,y) = x? — y? (paraboloide iperbolico x? — y? = k)
fr =2x,f, = =2y : Vf(0,0) = (0,0)

f(x,0) =x%2>0=f£(0,0) [x=#0]

f0,y) =—y* <0=£(0,0) [y=+0]

Quindi (0,0) non & né il massimo né il minimo, ma Vf(0,0). Questi si chiamano punti di sella.

Definizione
Se Vf(xg,y0) = 0, si dice che (xg, Vo) € un punto critico o stazionario per la funzione.
(%0, Yo) estremo locale < (Xg, Vo) ..

Condizione necessaria secondo ordine (?)
X Massimo (minimo)

f'(x) =0
f"(xe) =0 (= 0)

Condizione necessaria al secondo ordine
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fx(%0,¥0) = fy(xo,yo) =0
f € C%inunintorno di (xg, yo): (xo, Yo) minimo relativo = Hf (x0,v9) = 0

fxx(xor yO) = 0
Hf (x0,yo) = determinante hessiano = fi. (xo, ¥0) fyy (X0, ¥0) — fi& (X0, ¥0)

Per quanto riguarda i punti di massimo relativo invece:

fx(XO' yO) = fy(xo;yo) =0
Hf (x0,y0) = 0
frx (X0, ¥0) < 0

fx(xo’}"o) == fy(xo,)/o) =0
(%0, Vo) sella = { B b b el

Esempio
fGy) =x*+y* Vf(0,0) = (0,0)
fx = zx’fy =2y

frx = Z'f;cy — Otfyx = O'fyy =2

Questa volta il determinante hessiano non dipende pit dax e y.

_ 12 0] _
Hf = |5 | =4>0
fox =2>0

La condizione necessaria € chiaramente soddisfatta.

Altro esempio

f(xry) = x2 _y2

fx = zx:fy = -2y

fax = Z’fxy = fyx = Orfyy = =2

Difatti, (0,0) & di sella.

Condizioni sufficienti al secondo ordine

(

fx (X0, ¥0) = fy(xo'}’o) =0

] Hf (x9,y0) > 0 = (X9, Yo) punto di minimo relativo
\ fxx(xOJ yO) >0

p

f;C(xO'yO) I fy(inyO) =0

{ Hf (xg,v0) >0 = (x9,Yo) punto di massimo relativo
\ fxx(xO; :VO) <0

fx(xo'YO) T fy(xoyyo) =0
Hf(xo: yo) <0 = (%9, Yo) punto di sella

Cosa succede quando il determinante hessiano & 0?
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Hf (x9,y0) = 0 ? Nulla si pud dire a priori, quindi si possono avere massimi, minimi, relativi e
selle.

(Prendere il gradiente, porlo uguale a zero, dal sistema di equazioni che si avra si determinano i
punti critici.. Da questi vanno classificati, vedere il determinate hessiano quanto fa e la
derivata seconda quanto fa)

Esercitazione
Classificare i punti critici delle seguenti funzioni

1) flx,y) =x(x—1)? —y?

fr=0
fy=0
feo=(-1D2+2x(x-1) =x?-2x+1+2x? -2x =3x%° -4x+1=0

fy=—2y=0
1
3x2 —4x+1 =0—>A=<§,0),B=(1,0)
y=0

Calcolare il determinante Hessiano e vedere quanto fa
frx = 6X — 4'fxy =0= fyx'fyy =-2

Calcoliamo il determinante hessiano di A

1 1
fux | 30 =6*§—4=2—4=—2

fyx 0; fyy
( ) | | —4>0 Quando il determinante
0 -2 hessiano e ugualea 0, e
1 possibile avere diversi casi.
fxx< ,O> -2<0
3

( ,0) € un punto di massimo relativo

fxx(l»o) =6—-4= Z'fxy — fyx — Orfyy =7
_ |2 !

a0 =|2 | =-4<o

B = (1,0) punto di sella

2) f(x,y) =2x3+y3—3x%2 -3y
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3)

x=0Ux=0U x=1Ux=1
y=-1"|y=1"|y=-1"|y=1

Abbiamo 4 punti
A= (01_1)!B = (OF]‘)FC = (1) _1)ID = (1!1)

fox =12x = 6, fyy = 0 = fyn, fyy = 6Y

fxx(ot _1) = _6rfxy 5 fyx - O;fyy(Or_l) =—-6
Hf(0,-1) = |_06 _6| =36>0
fx(0,—1) < 0 = (0,—1) punto di massimo

Successivamente risultera che:
B & un punto di sella

C & un punto di sella

D & un punto di minimo

f=x3+y3-(1+x+y)3
fe =3x? =31+ x+y)?
fy=3y* =30 +x+y)?

{x —1+x+y)?%=0
y2—-(1+x+y)?=0
Sottraendo membro a membro abbiamo:

{ x2—y?=0 I { (x—»x+y)=0
x2—(A+x+y)?2=0 x2—A+x+y)2=0
x—y=0 x+y=0
x —(1+x+y)2—0 U{x —(1+x+y)2=0

V)

{x —(1+x+x)2—0U {x —(1+x—x)2—0
y =
{x —(1+2x)2—0 x2—1=

y=—xU{y=—x

{xz—l 4x —4x=OU{x=—1 x=1
{ U{x=—1u{x=1
3x? +4x+1—0 y=1 y=-1
—-2+1
%.=—3———>x1 1,x2=—§
1

x=-1 ¥=73 (x=-1 x=1
{y:—lu 1U{y=1U{y=—1

y="3

1 1
A=(-1,-1),B = (—5,—5),6 =(-1,1),D=(1,-1)

A é un punto di sella, B € un punto di massimo, C ¢ un punto di sella e
anche D € un punto di sella.
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4) f(x,y) =2log(2 +x? +y?) —xy
[l dominio & tutto R?

2 5 4x
= * —_ =——
x 2+x2+y2 Y T xar g2 Y
2 5 4y
= —k —_— = ——
Ty 2+x2+y2 YT T a2
4x Ih
fx=0 2+ x%2 4+ yn2 T
%
fy =0 4y 1
—  _x=0
2+x2+y2
(2+x2+y? 1 4x
_Mz_ 2+x2+y2=—
4x y
< -
4y _
L 2+ x%+y? 2+ x%+y?
;
4x
2+x%+y?=—
J y
y
4ys——x=0 >y2—x2=0
ky*él-x X i A
y—x= y=—%
4x
2+x2+yz——xU 2+x2+y2=7

{ y=x U{ y=-—x
2+ 2x%2 =4 24+ 2x%=—-4
{ y=x u{ y

2x2—-2=0" 2x%2+6=0

& Abbiamo sbagliato un punto critico, che sicuramente & (0,0)..
Il secondo sistema non ha soluzioni reali.

{ =L x=—1U x=1
x¥-1=0" |y=-1" |ly=1
0=1(00),4=(1,1),B=(-1,-1)

Dove (0,0) e un punto di minimo, A e B sono punti di sella.
Il determinante hessiano ¢ minore di zero.

5) f(x,y) = x?log(x +y)
x+y>0->y>—x

(49)

2

x
fx = 2xlog(x +y) + T
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x2

E=x+y
x2
2x1 + +———
x log(x +y) Xty
x2 ~
x+y_

Notiamo che quando x = 0, il sistema risulta essere soddisfatto da qualsiasi
punto della seconda coordinatay (0,y), con y > 0 (per definizione)
(0,y),y > 0 & una semiretta di punti critici.

[/ N

\ Punti critici
Hf(0,y) =07 \7""‘

Af =flx,y)—f(0,y) =0
f(0,y)=0
QuandoAf =0 - f(x,y)=0 - x2 log(x +7y) =0

x—0U x#*0
y>0 log(x+y) =0

x=0U x#0
y>0 x+y=1

F Qu
Positiva |2

unti di minimo

o Se0<y<1f(xy 40=7£(0,y)
massimo. Punti d1 massimo
o Sey>1,f(x,y) =0=f(0,y) - (0,y) punti di minimo
y = 1, punto di sella

- ! ]y) saranno tutti punti di

Come si determinano gli estremi assoluti di una funzione a piu variabili?
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Massimi e minimi assoluti
f:la, b] - R continua

f=fy),fkSR?->R
I minp, ) f, maxy, p) f Teorema di Weierstrass per funzioni a singola variabile

Una funzione di due variabili sara definita in un insieme di cui non sappiamo la
natura.. Per cui si vuole definirla in un insieme compatto.

f:k — R continua

k compatto!

(chiuso e limitato)!

Allora si puo invocare il Teorema di Weierstrass, il quale afferma che la
funzione ammette che esistono i minimi e i massimi:
3 mkin f,3 max f

Valgono anche i punti sulla frontiera e sul bordo.
fle,y) = x* +y?
k={x?2+y*<1}

Per verificare se si tratta di massimi/minimi assolutj
1) Calcolare i punti critici di f(x, y) che siano nell'i#®ieme k. Cioé: Vf(x,y) =
fr=0
0 -
{fy =0
Non e necessario calcolare I'hessiano di f
2) Analizzare la funzione sul bordo (in ? dk)

x =x(t)
{y =y(t) t€lab]

La circonferenza, ad esempio:

x =cost
{yz sint tE€ [0,27]
x2+y2=1

F@®) = f(x(®),y(®),t € [a,b]

Di questa funzione va calcolato il minimo e il massimo.

Esempio
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Determinare gli estremi assoluti della funzione f(x,y) = y? — x2(x — 1) nel
cerchio unitario.

1) Punti critici

{fx = —2x(x —1) — x2

fy=2y
{2x2+2x+x2=0 - {3x2+2x=0
{x=0 x:—g
y=01,_¢
0

£(0,0) = o,f<—§,0) =

Studio sulla frontiera, to be continued.

Studio sulla frontiera dx ...

X = cost
f(x;y) =y2_x2(x_1) {y:SInt

f(x(®),y(®)) = f(cost,sint) = sin?t — cos? t (cos t — 1)
=sin?t —cos3t + cos’t=1—cos3t = F(t)

t € [0,27] : minimo e massimo assoluto
Un altro modo utilizzabile in questo caso:

oc,x2+y?=1:y2=1-x2
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Inserendo tale relazione nella funzione abbiamo:
FxX) =1—-x>—-x*(x—-1)=1—-x*>—-x34+x?2=1—-x3

Quindi x variatra-1e1

Quindi minimo a massimo della funzione saranno:

min F(x) max F(x) ?
[—1,1] [-1,1]

PO =0 e =2

0 4 2
’27I

Quindi ming f = 0, max; f = 2

Ora bisogna vedere i punti di minimo assoluto e i punti di massimo assoluto.
Punti di minimo assoluto: 0 = (0,0)
x=1:x24+y?’=11+y’=1©y=0

Quindi i punti di minimo assoluto sono: 0 = (0,0),A = (1,0)

Punti di massimo assoluto
x=—1:x2+y’=1©1+x’=1©y=0
Quindi i punti di massimo assoluto sono: B = (—1,0)

Altro esempio (sempre sulla circonferenza)

flx,y) =xy
fr=y=0 x=0
{fy=x=0 = {y=0

0 = (0,0), £(0,0) = 0

X =cost
Su dc: {y=sint’t€ [0,27]
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F(t) = f(cost,sint) =sintcost

1
F(t) = =sin(2t),t € |0,21
© 2 2 [ | PS:sin(2t) = 2sintcost

1
min F(t) = — >

telo,2m]
1
5 O =3
mclnf = —E,mcaxf =3

Adesso bisogna vedere dov'e che la funzione assume valori minimo e massimo
(ovvero i punti sulla frontiera che sono minimo assoluto e massimo assoluto)

Minimo assoluto

3 3
sin(2t) = —1®2t=§ﬂ+2kn,k62 @tzzn+kn,kEz

k=0:t 3
= ‘'t 477:

3 7
k=1:t=-nm+m=-m

4

X =cost
y =sint

3 2 72
L x—cos47r— > L . X—COS4T[—2
t=tl ‘ t=1t2:

3 2 72

y—sm4n—2 y=sin—m = >
A_( \F\/’>B (W f)
B 2°'2) 2 2

Punti di minimo assoluto (A e B)

Massimo assoluto

i T
sin(2t) =1 <:>Zt=5-+2k1't(:>t=z+kn,k62

29
(2

Punti di massimo assoluto (C e D)

||
:'-M:l

N|§| o
N|<|-[>|
\/

Altro esempio

flx,y) = 2xy — y? —x*
0 = [0,1] * [0,1]
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y=x
x—2x3=0

y=x
{x=(1—2x2)=0
y=0U { y=x
x=0 2x>—1=0

y=7 y=-
0 = (0,0), =<l/—§,72

V2 V2) 1
ro0=0s(F.5)-;

>
N

Su @i Si studia la ?unzgne su uas!uno dei segmento OB, BC, CD, OD.

OB : y—OxE[Ol
flx,y) = 2xy — y? —x*
91(x) = f(x,0) = —x* x € [0,1]

r[g’llr]l 91 r[%r'ﬁ( g1

‘1
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1
)
- -4 -vedai
0D :x=0,yeW,1]: f(0,y) = -y =g, ()

AR 1 R

SuBC :x =1,y € [0,1]

930N =fQ,y) =2y —y*—1=—-y*+2y—1
y €[0,1]

g3(0) =-1,g5(D=-1+2-1=0
gs(y)=-2y+2>0 & y<1
La funzione € sempre crescente (nell'intervallo 0,1)

e ® = =

7\

\
AVE
min g; = —1, max gs 0

[0,1] [0,1]

SuCD:y=1,x€[0,1]
fx,1)=2x—-1—-x*=—x*+2x—-1
x € [0,1]

940)=-1,0,(1)=-1+2-1=0

1
gi(x)=—4x3+2202x3-1<0 © x<-—

V2

g4<%>=23 — 160
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. 3
wpe = -Thhe =op
1 0( ] 1) !
) ) 23‘\/5 I4
1
min f = 1,maxf=L—L

2 . I [
A= <—,\/7_> unico punto di massimo assoluto

B = (1,0) punto di minimo assoluto
D = (0,1) punto di minimo assoluto

Altro esercizio sullo studio della frontiera
flx,y) =x%*(2y — 1) — 4y*

Estremi assolutiin T = {(x,y) ER?:0<x<1x<y< 1}

Y X

Consideriamo la parte di sopra
del quadrato.

2x(2y—1)—0

{Zx -8y =0

x2y—-1)=0

{x —4y =0

x=0 2y =1

{y {x2—4y=0
1

i

x 2

x=—V2 x =2
1 ud{ 1
y—z y—z

1 1
0=(0,0),4= (—\/E, E),B = <\/§ E)

Il punto A non lo consideriamo, poiché I'ascissa &€ compresa tra 0 e 1.
Neanche il punto B.

f£(0,0) =0
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S_ulla frontiera oT :
OB :x=0,9,(y) = f(0,y) = —4y?,y € [0,1]

W
[0

Al
SUOA:y=x,09,(x) = f(x,x) = x?(2x — 1) — 4x?
go(x) = 2x3 — x? — 4x?% = 2x3 — 5x?

g2(0) =0, g2(1)=2-5=-3
g5(x) = 6x% —10x >0 = 3x2—5x >0

5
=>xSO,x2§ x € [0,

g, decrescente

5
g, (x)=6x—-5=20 = xZg

o =3 e

AB : f(x,y) = x*(2y — 1) — 4y?
y=1,93) = f(x,1) = x> —4,x € [0,1]

. fa\. _a
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—4,-3,0
mTlnf = —4,m7:51xf =0

f(0,0)=0

(0,0) e il massimo assoluto

Completare la funzione per la determinazione dei punti di minimo.
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Prima prova intercorso

venerdi 29 ottobre 2021 14:30

Argomenti prima prova intercorso

Data: 12 Novembre

Luogo: Si terra in presenza, nell'aula 2.

Gli argomenti sono: le serie numeriche, le serie di potenze, le derivate (parziali,
direzionali), massimi e minimi relativi (o assoluti).

Ci sara anche qualche domanda di teoria (definizioni, ma senza dimostrazione).

COND 2 omE MEEES RI
oo CONVEREC MEA w{?reﬁfﬁznwa FEveRaLE
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Funzioni implicite, massimi e minimi vincolati

lunedi 8 novembre 2021 10:56

Funzioni implicite

g=9(xy), gxy)=0 gASR’->R
g(x:)’) =X2+y2—1:x2+y2—1=0 (:)xZ_l_yz =1

La funzione g(x,y) = 0 identifica l'insieme Ey = {(x,y) € A : g(x,y) = 0}

g(x,y) = 0 qualche volta & possibile ricavare (o esplicitare) la y in funzione di x o viceversa.
Esempi:y = y(x),x = x(y)
L'esplicitazione pud essere locale o globale (come nei casi di una funzione a singola variabile).
1) glx,y) =ax+by+c=0 ab+0
gl,y) =0 - ax+by+c=0

b Cc a

= = b = -
y=c—ax >y 5 bx

) c b

= — - — e
ax =c Yy =X 7 ay

E, & unaretta

2) xe¥ —ey* +1=0:xe” =3y2 -1
>x=e”(3y?-1)

Non si puo esplicitare la y! /

3) gl y) =x*+y* —1:g(x,y) =0->x*+y* =1
y2=1-x2:y=+1-x2=f,(x) oppurey = —/1 —x2 = \Jym
Se imponiamo il passaggio per (0,—1) : y = —V1 — x2 = f,(x)
f2(0) = -1

4) glx,y)=xe’¥+ye*=0

9(0,0) = 0 e

5) g(x,y) = x? + y2 + 1 = 0 non & mai soddisfatta: E, = @

Funzione implicitag = g(x,y),g:A S R* > R

La funzione y = f(x),x € I € R si dira definita implicitamente dall'equazione g(x,y) = 0 se:
1) (x,f(x)) EAVxE]
2) g(x,fx)) =0vx el %("/Y)W

x?2+vy%2=1in(0,1)

y = V1 — x2 funzione implicita
g(x,f(x))=g(x,\/1Tx_2)=x2+1—x2—1=0 7 §(¢)
g=x*+y?—1,yeJCR

La funzione x = h(y) si dira definita implicitamente da g(x,y) = 0 se:

1) (h(y),y) €A Vy€E]
2) g(h(y),y) =0,vy €]
g=x2+y2—-1 x?>+y%=1

OpcanvE vl
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g=x“+y«—1 x<+y=1

[
x=1-y% = h() \

L

Teorema del Dini
g=g,y), g:A € R? > R, intervallo A aperto.

Supponiamo che: (1, o)
1) 9,9y siano continue in A
2) 3(xg,¥0) € Atale che g(xp,yo) = 0 e laderivata g, # 0 B
0

Allora esiste un'unica funzione y = f(x), definita in un intorno U di x,, continua in U, tale che
f(xo) = yo ed inoltre g(x, f(x)) = 0,vx € U.

Se inoltre la derivata g, & continua in 4, allora f € C! (U) e vale la seguente formula:

x, f(x
f'x) = gx( —f( )l,Vx eEU
gy(x,f(x))
. Ll . 9x(x0,¥0)
In particolare: f'(x,) = 4y (Xo0)

Se invece si ha come condizione che:

1) Lafunzione g e continuain A

2) Laderivata g, € continuain A

3) 9(x0,¥0) = 0, gx(x0,¥0) # 0
Allora esiste un intorno V di y, ed un'unica funzione x = h(y), continua in V, tale che h(y,) = x,
edinoltre g(h(y),y) =0,Vy € V.

(%, o\

Se g, & continua, allorah € C*(V) e...

) ==t Y
Boh?

) = 920 Yo)

f1(xo) = gy(xo:)’o)
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9x(x0, ¥o)

y = flxg) + f(xg)(x —x¢) = fx0) — 9,0, %0) (x — x¢)
_ __9xxoyo)
g—f(x) = 3y (o, ¥0) (x — xo)

9x (X0, ¥0) (x — x0) + gy (%0, )y —¥0) =0
Questa e I'equazione della retta tangente alla curva.
Ey : g(x,y) = 0in (xg, o).

Celtle t‘m?,h&

Esempio

glx,y) =xe¥ +ye*, g(0,0) =0

Calcolare la derivata rispetto a y.

gy =xe’ +e*, gy(0,00=1+0

Secondo il teorema del Dini, in un intorno di (0,0) e possibile esplicitare la y in funzione di x (3!

. s — . ' - gx(x:f(x_))

Funzione emplicita y = f(x), passante per (0,0)) ed inoltre f'(x) = —gy(x,f(x)).
0,0
Froy = -0 _
g,(0,0)

gy =¢€” +ye*
g,(0,0) =1
Equazione della retta tangente: y = f(0) + f'(0)x = (—1) *x = —x
Equazione della retta tangente allacurvax e’ + ye* =0ey = —x

Massimi e minimi vincolati
Abbiamouna f = f(x,y), ftACR? >R, g:ASR?>->R
f.g € C1(A)

Problema principale: determinare gli estremi della funzione obiettivo f =
f(x,y), ristretta all'insieme.

E, = {(x,y) € A:g(x,y) = 0}
Questo insieme & chiamato vincolo, e ne va determinata la sua natura.

gl,y) =x*+y* -1

Esempio
Ey:x2 4+ y? =1 circonferenza
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X =cost
{y — sint’ t € [0,2m]
®(t) = f(x(),y(®) = f(cost,sint)

t € 0,2m]
Calcoliamo minimo e massimo — estremi vincolati.
In generale non e possibile ragionare cosi!

Supponiamo che (xg, o) € Ey, ossia g(xg,vp) =0

_‘ Koot

t

0o

(x0,Yo) sia regolare, ossia Vg(xg,yy) # 0
Se gy(x0,¥0) # 0,y = f(x) in un opportuno intorno di x,
Se g, (xg,¥o) # 0,x = h(y) in un intorno di y,.
_ ) o x=t T, : L

y=f(x): y = f(ty dove t varia in un certo intorno di t, = x,.
In generale, possiamo indentificare E; come una curva bidimensionale di
equazioni parametriche.
{x = x(t)

y=y(@®)’
Al valore t, corrisponde il punto (x(0), y(0)) = (%o, Yo)

tel=Intornodity, =0

o(t) = f(x(@®),y(®)
®(0) = f(x0,¥0)

Definizione
Si dice che (xg,yo) € Ey, Vg(xg, Vo) # 0 & un punto critico di f(x,y)
vincolatoa g(x,y) = 0 se ®'(0) = 0.

@' (t) = f,(x(6), y(®) x'(®) + £, (x(®), y(®)) y' (©)
®'(0) = f(x0,¥0) x'(0) + £, (x0, ¥0)y'(0) = 0

of
a—Vf*l

Un punto e critico/vincolato se la derivata tangenziale di f al vincolo &
0!
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Teorema
Supponiamo che (xy, ¥o) € E, sia un punto regolare, ossia Vg(xq, Yo) #
0. Allora (xq, yo) € punto critico di f, vincolato ad E;, = A, € R tale che

Vf(x0,Y0) = Ao Vg(x0, Yo).

Ao si chiama moltiplicatore di Lagrange, poiché

Teorema (senza dimostrazione)

Questa e la condizione necessaria per gli estremi vincolati.

Se (xy, Vo) € E, & un estremo realtivo di f, vincolato al vincolo g(x,y) =
0, significa che (xg, o) € di massimo o di minimo.

fOay) < f(x0,50) V(x,¥) € 1(x0,¥0) NEy

fG,y) = fxo,¥0) Y(x,y) € L(x0,¥0) N E

Allora (xg, yo) € un punto critico vincolato (condizionato al vincolo).

Rappresentazione pratica

Vilx,y) =9(x,y)

L(x,y,A) = Lagrangione di f == f(x,y) — A g(x,y)
(%0, Yo) € un punto critico regolare = 32, : Vf(xq, ¥o)

VL(X, Y /1) = (Lx: Ly:LA) = (fx T lgx»fy - lgy: _.g)-

Metodo dei moltiplicatori di Lagrange

fx = Agx
VL(x,y,1) =0-> < f, =1gy
glx,y) =0

Conclusione: i punti critici (max e minimi vincolati) si ottengono risolvendo
il sistema (S).

Esercizio
Trovare gli estremi della funzione f(x,y) = e**Y sul vincolo x? + y? = 1.

g, y) =x*+y*—1:E, ={(x,y) : glx,y) = 0}
Vg = (2x,2y) = (0,0) = (x,y) = (0,0)\notexist f,
Tutti i punti di ey sono regolari

Lx,y,2) = f(x,y) —Ag(x,y) = ¥ = A(x? + y2 — 1)
Determiniamo i punti critici della Lagrangiana.

L,=0 ety — 20, =0 eXty —21x =0
Ly=0-{ e*-2ly=0 eV -21y=0
Ly=0 —(x?+y%2-1)=0 x*+y*=1
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eXtY =el, eXtV =e), eXty = 2)\,
487\X=—27\y=0—> AMx—=y)=0-3x—y=0->y=x
| x*+y*=1 x2+y2=1 x2+x2=1

( \/Z
( eXty = 21, x=—7
< A= > X —_l/z
V2 Y=
2x2:1—>x=17 N
\e‘ﬁ=e*<——2—>/1=—\/§/1

2
{ —\/E
Y=
. eV2
eV2 = V221, dove A = —2
A_( V2 ﬁ) B_(ﬁ ﬁ)
“\"22)E=\z72
vz ﬁ)_ - («z«z)_ e
f(“i*‘? sevef\z )=
flx,y) = e**Y

A punto di minimo vincolato
B punto di massimo vincolato
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Equazioni differenziali

mercoledi 10 novembre 2021 11:14

Equazioni differenziali
Y

m

ma = f(t,g(t),y'(®))
ma(t) = my™(t) = f(t,y(®),y'®))

L'equazione differenziale ha come incognita una funzione, in questo
caso il tempo.

Quindi un'equazione differenziale & un'equazione che coinvolge la
funzione e le sue derivate, dove l'incognita da determinare € una
funzione.

Altro esempio

my” (t) = f(t,y(t),y" () = —mg
my'' (t) = —mg

y'(t)=—g

Integriamo:

y't)=—[gdt=—gt+c

y' =—-gt+c

Integriamo di nuovo:

y() =—[gtdt+ [cdt

y(t) =—g [tdt +c[dt=—>gt? +ct+d
¢, d € R sono due costanti arbitrarie

Le condizioni iniziali naturali in questo caso, sono:

y(0) =0, y'(0) =0
Imponendo la seconda condizione a (y' = —gt + c¢), allora c = 0.

Imponendo la prima condizione a (—%gt2 + d), allora d = 0; per cui:
y”(t) L _g
y(t) = —%gtz. Soluzionedi{ y(0) =0 Problema di Cauchy
y'(0)=0
Soluzione di secondo ordine, quindi bisogna avere due condizioni
inziali per poter risolvere I'equazione.

Altro esempio

y(t) e la radioattivita di una sostanza

y'(t) = =1 y(t), dove A > 0.

la radioattivita decresce in maniera proporzionale alla radioattivita
stessa.
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Equazione differenziale del primo ordine

Esempio dall'analisi

Prendiamo una funzione g(x) continua in [a, b] : si vogliono
conoscere le primitive.

y'(x) = g(x) Vx € [a, b] (equazione del primo ordine)

Xy € |a,b] :
X
y(x) = f gl)ydt+c,ceR
Xo
Le soluzioni dipendono da una costante arbitraria.
Per andare a determinare la soluzione in modo univoco, bisogna
imporre una condizione iniziale (siccome si ha a disposizione una sola

costante).
Condizione iniziale: y'(xy) = y, € R, imponendo tale condizione in

y(x), si ha
Xo

Yo = y(xo) = f g)dt+c=c
Xo

La soluzione cercata & y(x) = f;o g(t)dt + y, soluzione del problema

. y'(x) = g(x)
di Cauchy{ (x0) = Yo
Esempio
y'(x) = y(x)

Si tratta di un equazione differenziale del primo ordine.
Verifichiamo che la funzione y(x) = ¢ e** risolve 'equazione (1):
y'(x) = cle?*

y'(x) = cAe? = A(c e™) = Ay (x)

Abbiamo verificato che questa e una soluzione, cioé risolve
'equazione. Verifichiamo adesso che le funzioni y(x) = c e?*,c € R
sono le sole soluzione dell'equazione.

Sia y(x) una soluzione di y'(x), mostriamo che deve per forza essere
y(x) = ce?, conc € R.

z(x) = y(x) e, 2/ (x) = y' (e ™ = Ay(x)e™™

=e ™[y’ (x) = ly(x)] =0 - z'(x) = 0 = z(x) = c costante

Quindi y(x)e ™ = z(x) = ¢
y(x) = ce™

Concludiamo che tutte le soluzioni di y'(x) = Ay(x) sono date da
y(x) =ce?®,ceR

Siccome ci sono infinite soluzioni, imponendo la condizione iniziale
y(xo) = yo,t0 € R xg €ER.

Yo = y(x) = c e*¥o

¢ =yoe Mo
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Y(x) = yo e Hoeh* = yp A0

Ao

Xo 7’(’(0) Yo

{yy T 'unica soluzione & y(x) = y, e?*~%0)

(x0) = Yo

Altro esempio
y'(x) = Ay’ (x)

Si tratta di una equazione del secondo ordine! Poniamo:
z(x) = y'(x)

z'(x) = Az(x)

L'incognita e z(x)!

Le soluzioni si scrivono nel modo: z(x) = c e?*,c € R
Quindiy’(x) = c e?*

y(x) =c [e* dx =/£1e’1x+d

¢,d € R, sono due costanti arbitrarie!

Capiamo come determinare univocamente la soluzione. Bisogna porre
ovviamente DUE condizioni iniziali.

y(x9) = yo ' . .
, A ,Yo € R sono valori assegnati
{y(xo)=yo i &

Imponendo queste condizioni, y' (x,) = ¢ e?*o

c=ype i
y(x) = %y(’, erx=%0) 4 g

Yo = y(xo) = 7% +d
1 !
d=Yyo—3Y0
y(x) = L ehexo) 4y, —Lyn -2 (pAleoxd) _ 1) 4y,
y' =2

y(x0) = yo
y'(x0) = ¥
A
Y. N (xo;}’o)

N
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Esempio fisico

an
] 1

Equazione dei motisgmonici
i) +w?x(t)=0
Le soluzioni si esprimono In questo modo:
x(t) = ¢; cos(wt) + ¢, sin(wt)

c1;¢62 ER

Equazione differenziale di ordine n
Una equazione differenziale di ordine n si dice scritta in forma normale

se y™ si pud esplicitare rispetto a x, y(x), ...,y ™Y (x).
y™=f (x,y(X),y’(X), ---.y(”_l)(x))

Ad esempio, se si ha un'equazione scritta in questo modo:
y'+ax)y'+b(x)y=0

Per poterla scrivere in forma normale scriviamo:

y" =—-bx)y — alx)y’

n = 1: equazione in forma normale piu generica si scrive nella forma
y' =fxy)
y' () = f(xy()

Esempio
y=y, flxy)=y
y' =x+y? flx,y) = x +y?

Problema di Cauchy
Essa & un equazione di primo ordine, per cui si va a dichiarare una sola
condizione.
{ y' =f(xy)

y(xo) =yo,  dovexp,y, €R
La soluzione del problema € una soluzione dell'equazione soddisfacente
la condizione y(x,) = y,. Quindi se volessimo rappresentarla
graficamente:

/-V\(\
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la condizione y(X) = yo. Quindi se volessimo rappresentarla
graficamente:

I\

Yo [~

\-

X

-]

fiACSR? >R, (xy,y €A

Possono esserci pit di una soluzione.

Questa ¢ l'interpretazione grafica per I'equazione di Cauchy di
un'equazione di primo ordine; per quanto riguarda quelle di secondo
ordine vediamo un altro esempio.

Altro esempio

v = fxy(),y (x)

Questa ¢ la pili generale equazione di secondo ordine in forma normale.
Ricordiamoci percio I'equazione del moto:

v =f(ty®),y(®)

Quindi il problema di Cauchy sara del tipo:
y'=flxyy)
P’y y(xo) =¥o
y'(x0) = ¥g
Dove X, Vo, Yo SOno i dati iniziali assegnati

Y, [---
[

4
T

Ko

Sistema di equazioni differenziali del primo ordine

{Z :J]::gcc ;}3 x = (y(0),z(x)) € R?

Sistema di equazioni differenziali del secondo ordine

y'=fily2y',2") 5
17 r X — X),Z\(X eER
{Z = f(x,y,2y",2") (), 2(0)

y" = f(x,y,y") & possibile ridurla ad un sistema di equazioni del primo
ordine.

!

Yyi=% V2=Y
{ Vi =,
yé :f(x»%')’z)

Studiare le equazioni e i sistemi di primo ordine consente di poter
racimolare delle informazioni per le equazioni di ordine superiore al
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primo.
Da adesso in avanti si studieranno soltanto le equazioni differenziali (in
forma normale)

Equazioni differenziali del primo ordine (in forma normale)

y' () = f(x,y(x))
f:ACR? >R

Definizione
Una soluzione di y' (x) = f(x,y(x)) é una funzioney = y(x), y:1 €
R — R derivabile in I, tale che:

1) (x,y(x)) €A

2) y'(x) = fx,y(x)), vx €

Definizione
y=yx)
y' =f(xy)
(P){ ,
y(xo) = ¥o
Una soluzione di (P) € una funzione y = y(x),y:I1 € R - R, x, € [ tale
che y(x) & soluzione diy’ = f(x,y) e y(xy) = yo.

(XO' yO) €A

Esempio 7/-.- e 9..'\"

{ y =y

y(0) =1

y' =2y

Questa equazione non & lineare; verifichiamo che la soluzione & y(x) =

1
L conx # ley(0) =1.

//

-~

/

2
) 1 1 1 2
y = =0z (-1 = T (1 —x> = (y(x))
L'equazione & definita in tutto R meno il punto 1.

Questa € una soluzione locale del problema di Cauchy e non globale
(definita in tutto R)

y'=1xy?
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Ci sono due modi per risolvere |'equazione di Cauchy:
¢ Risoluzione locale, o in piccolo, quando la soluzione di Cauchy e
definita solo in un intorno di x
* Risoluzione globale, o in grande, quando | soluzione del problema di
Cauchy e definita in tutto l'intervallo assegnato a priori, dove &
definita I'equazione.

y' =2, y=ce™

Teorema di Cauchy (di esistenza ed unicita locale o in piccolo)
(x0,y0) € R?, I =[xy —a,xg+al
a,b >0, J =1yo— b,y + b]

I*]

Ceme - - -

Yo crtqcamans |- 0

A, L= -

Xy - x,, Ko To
p

f=fy), filx]->R

Alcune considerazioni (ipotesi):
e fecontinuainl * J;
e fe Lipschitziana (Lipschitz) rispetto ad y, uniformemente rispetto ad

x:3L>0:|fCey) — fOo,y)| S Llys —ya|, VX €L, Vyy, v, €]

Condizione di funzione Lipschitz
g(x) Lipschitzianase 3L > 0 : |g(x1) — g(x2)| < Llx; — x| Vxi,x, €

gG-90)| _
X1—X2

=

900 = Ix] /

|90) — g = [l ] = Ixal| < 1% I — x,
L=1
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Proprieta
Se g & derivabile, allora g Lipschitziana - 3L > 0 : |g(x)| <L, Vx€l

g(x) = x2, g'(x) = 2x > +o0 per x > 400

\I/

glx) =x%  Vx€l[-aa]
|g’(x)| =2|x|<2a, L=2

Un esempio di funzione Lipschitziana in tutto R & I'arcotangente.

g(x) = arctan x \
/ 7

4

A

1
"X =—=<1=:L
Se g e Lipschitziana allora g € continua.

] 1
90 =17

Enunciato del Teorema di Cauchy
Nelle due ipotesi di cui sopra (f = f(x, y)) continuainl +J e
Lipschitziana rispetto ad y, uniforme rispetto ad x, esiste un numero 6 >
0 e § < a ed esiste una sola funzione y = y(x), y: [xg — 8, xy + 6] » R
derivabile in [xq — &8, x¢ + 6], che risolve in tale intervalo il problema di
Cauchy.

y' =fxy)

(equazione differenziale del
y(x0) = o

Problema di Cauchy: {

problema di Cauchy)

-+
ATY NSRS — ‘
)
I Yo LI N S -‘__‘—s []
| |
{ Il
A", .- - T +
Yo-l, ¢ o0 0!
{ | .

Osservazione
Sia y = y(x) soluzione del problema.

y'() = f(x,y(), Vx € [xg — &, %9 + 6]

Se facessimo l'integrale:

jxt’(t)dt = fxf(t,t(t)) dt

X0 X
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y(x) —y(xo) = f f(ty@®)dt
y(x) = yo +f f(ty(®) dt

X0
Questa qui appena fatta é I'equazione integrale.

Viceversa, se y(x) risolve la soluzione y, + f;of(t,y(t)) dt,
y'(x) = % f;;(f(t) y(t)) dt = Teorema fondamentale del calcolo =

£y ()

{y’(x) = f(x,y(0))
y(x0) = yo

Corollaio

f:1+] - R, continua ed inoltre supponiamo che f € C1(I *J), dove (I *J]) &
un insieme compatto). Allora vale la tesi del teorema di Cauchy.

Dimostrazione
lfGey) = FOoy)| <Ly —y2|,  condtrayey,
|f (x,y1) — f(x,y,)| = teorema di Lagrange = |g—§ (x, 19)| ly: = v |f G, y1) = F e y2)| < Llys =y

gy1) —glyy) = g'(0)(y, —y2) Teorema di Lagrange per y; > y,

Quindi %contmua in I * ] per il teorema di Weierstrass, poiché I * ] compatto,

3L>0:|g—§(x,y)| <LVx€eleVye]

Teorema di regolarita
y' =f(xy)
y' () = f(x,y(x))

con f continua

SefeC’ > yeC([xyg—6,xy+ 5]
Sef€Ct> y'(x) =f(xyX))

" =Ll y@)) + f,(xy(0) y' ()
Sef eCck— yeckt?
SefeC” - yecC”

y'=fl,y,y")
y(x0) =y0  %0,¥0,¥0 ER
y'(x0) = ¥o
f(x.v.7)
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f(,y,2)

I =[xy—axy+al
J =intorno sferico di (yo,y4), diraggio b > 0 = {(y, z) € R?: ||(y, Z) —

(3’0:)’6)” = b}
(Yo 74)

[+] € R3
(seometricamente 1*J & un cilindro che non so disegnare)

f=fy2), f:1+] >R
1) fcontinuainl *J
2) fLipschitziana rispetto ad y, z e uniforme rispetto ad x:
3L >0+ |floynz) — flota, 2| <L || 2) — G250
Vx €1, V(y1,21), 72, 22) €]
38 > 0,6 < a, ed esiste un'unica funzione y = y(x), y: [xo — 8, x¢ + &1,
che risolve il problema:
y'=flyy")
y(x0) = ¥o
y'(x0) = ¥o

]RZ

Teorema di esistenza ed unicita globale, o in grande, di Cauchy
f = f(x,y) definitain [a, b] * R

Yo fe---- -
|

l‘
«| % |b
1) f continuain[a,b] * R
2) fLipschitziana rispetto ad y, uniformemente rispetto ad x:

AL>0: [f(oy = —f(x,y2) < L|Y1 —J’2| Vx € [a,b],Vy1,y; ER

Allora, per ogni x0 € [a, b] ed ogni y, € R esiste una sola funzione y = y(x),
y:la, b] = R che risolve in tutto [a, b] il problema

{y’ = f(xy)
y(x9) = ¥y

Equazioni lineari del primo ordine

y' =a(x)y + b(x)
Dove a(x) e b(x) vengono chiamati rispettivamente coefficiente e termine noto.
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y' =2y
a(x) =4, b(x) =0
y' =x%y —logx:a(x) = x% b(x) = —logx

Quando b(x) = 0, allora I'equazione y' = a(x)y si dira omogenea.

= a(x)y separando le variabili: y # 0,

f f a(x)dx

log |y| =fa(x)dx=F(x)+c, c €ER
|y| L eF(x)+c
y = (te9)ef® = k@ conk £0

dy
y'=21y: Tr =y

j—zf/ldxz/lx+c
y

log |y| :Ax+c
y| = e*xe
y = +ef x e =k et*, conk €R

y'=—ey, alx)=-
d d
2 _ex Yy ;] —fex dx

dx
logly| = —e* + ¢
[yl = et o g = ke

y'=—ery
y(0) =1
Troviamo y(0) = k e
1=v(0) =ke™?
k=e
—e*

y=exe
Abbiamo trovato la soluzione del problema di Cauchy

-1

Altro esempio
y' = —(sin2x)y

=— j(sin 2x) dx

1 _ 1
logly| = T3 fZ sin(2x) dx = > cos 2x
|y| L e2 cos 2x % €
y = +e " 82cos 2x =k e%cos 2x
y(0) =1

1 1
y(O):keZ—)k:e 2

1 1

Yy =e 2ezcos2x
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Equazioni non omogenee

y' =alx)y+ b(x), b(x) #0
Primitiva di a(x) : A(x)

A'(x) = a(x)

Moltiplico ambo i membri per e =A%)

y'e ™A™ = q(x) e 4@y 4 h(x) e AW
y' e 4 — g(x)e 4@y = h(x)e4®

% [e4®)y] = b(x) e 4™
Integrando si ha:

e Ay = fb(x) e A dx

y(x) = eA® fb(x)e‘A(x)dx

Esempio
y' =2xy+ e*” cos x
a(x) = 2x, b(x) = 2%* cos x

A(x) fodx =x’+c
A(x) = x?
y(x) = e*’ fexz cosx * e X dx

y(x) =exzfcosxdx=ex2(sinx+c), ceER
U T LA || n? o n?
y<§>=1, y(z)=e4(sin§+c)=e4(1+c)=e4 +edc=1—e4
1.[2
- Ele

y(x) =e* (smx+e 4 —1)

Esempio .
y' = (cosx)y + e5"*logx
A(x) = sinx

y = eSinx jesmxlogx e~ SInXdy = Sinx jlogx dx = per parti
= eS0% [x(logx — 1) + ]

y’=(x+1)%+x(1—x)
y(1) =2

Equazione non lineare (a variabili separabili)
Un'equazione a variabili separabili si presenta in questo modo:

= f(x)gy)
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conf(x) =4y =y, f(x) =1,9(@) =y?

y' =e*logy
Si risolvono in questo modo:

Z—y = f(x) g(y), dopodiché si separano le variabilie g(y) # 0

jg( ) ff(x)dx
G(y) =F(x) +¢, ceR

Il problema sara esplicitare la y in funzione di x (y = y(x)). Quando questo

non riesce, puo venire in aiuto il teorema del limite

Esempio

4 2
y' =y ,
{y = y?

A . 1 . .
y = 0 non c'e nell'espressione, may = e soluzione!

y = 0 e integrale singolare

Ricaviamo la c

y(0) =

3]
1=y(0)=z—>c=1

1
Y= 1—x
d
—y-—1+y, f)=1
dx
1+y J
arctany = x + ¢, ceR
e]R%'—E<x+c<E
CERTH 2
S _c<x<=—c
2~ ¢ 2
y = tan(x + ¢), ceER

Altro esempio
y' = cos?y
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d
%zcoszy:cosyio

d
[ o
cos?y

tany=x+c¢,c€R

A

£
/

y =rctan(x % ¢c) + km,k €zec € R

&

T
cosy=0?—>y=5+k7r
Sono soluzioni delle equazioni, per cui

y' =0=cos?y
y=arctan(x+c)+k7r,y=g+knconk€z.

Esercizio da fare a casa

xy' =tany
xy' =tany
=12
ylb = 377
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Equazioni lineare del secondo ordine

lunedi 22 novembre 2021 10:59

Le equazioni lineari del secondo ordine hanno questa struttura:
y'+al)y' +bx)y = f(x)

Quando f(x) = 0 I'equazione si dice omogenea.
Y1, -, Vi sono dette soluzioni di f (x), c;y; + - + cxYi € ancora soluzione

Problema di Cauchy di esistenza e unicita globale
y'+al)y’ +bx)y = f(x)

P =1 y(x0) = o, Xo € [a, b]
y'(x) =y0,  YoYoER

Esiste unica 3! soluzione y = y(x) di P di tipo globale.
Conseguenze: se P si pone f(x) = 0,y, = ¥5 = 0 'unica soluzione & y(x) = 0.

Definizione
L'integrale generale di f(x) & l'insieme di tutte le soluzioni (dette anche integrali) di f (x).

Definizione (lineare dipendenza ed indipendenza)
Se si hanno delle funzioni y; (x), y,(x), ..., yx (x), queste si dicono linearmente indipendenti se
I'equazione Ay y; + Ay, + -+ + A, ¥, = 0 e viene soddisfatta solo perA; = A, =-- =4, = 0.

Y1, -, Vi sono linearmente dipendenti se I'equazione A;y; + Ay, + -+ 4, ¥,, = 0 viene
soddisfatta per scalari non tutti nulli.

Equazioni omogenee
y" +ax)y" +bx)y =0

Siano y4, y, due integrali particolari dell'equazione. Cio significa che y'’; (x) + a(x)y’; (x) +
b(x)y; (x) =0 Vx € [a,b] Vi =1,2.

Determinante Wranskiano di y4, y,

yi(x) y,(x)

W) = y1(x)  yy(x)

Teorema del Wranskiano
Siano y,, y, due integrali particolari dell'equazione omogenea y"" + a(x)y’ + b(x)y = 0.
Allora si possono verificare una delle eventualita:

1) 3Jx, € la, b] : W(x,) = 0 - y;, ¥y, sono linearmente dipendenti.
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2) 3Ax; € [a,b] : W(x,) = 0 = y,4,¥, sono linearmente indipendenti.

Osservazione
Osihache W(x) =0 Vx € [a, b] (con y;, y, linearmente dipendenti) oppure W(x) # 0 Vx €
[a, b] (con y4, ¥, linearmente indipendenti).

Teorema di esistenza di un sistema di integrali particolari linearmente indipendenti
Esiste un sistema {y;, y,} di integrali particolari linearmente indipendenti per I'equazione
omogenea.

Dimostrazione

Scegliamo un punto x, € [a, b].

{J’(Xo) =1
y'(x) =0’

afferma che: 3! y; = y;(x) che é soluzione globale.

scegliendo queste due condizioni iniziali il teorema di esistenza ed unicita globale

Proviamo adesso con la situazione opposta.

{}’(xo) =0
y'(xo) =1

soluzione globale.

il teorema di esistenza ed univita globale afferma che: 3!y, = y,(x) che e

y1(x), y2(x) sono integrali particolari dell'equazione omogenea, vogliamo vedere se sono
linearmente indipendenti:
y1(xo)  y2(x0)
y1(xo)  y2(x0)
# 0 — per il teorema del Wranskiano, y; e y, sono linearmente indipendenti.

1 0

Teorema (integrale generale di un'equazione omogenea)
Siano y4, y, due integrali particolari linearmente indipendenti dell'equazione omogenea, allora
I'integrale generale dell'equazione omogenea e della forma ¢;y; + ¢, y,, con ¢, c; € R.

Osservazione
L'integrale generale &€ uno spazio vettoriale di dimensione 2.

Equazioni non omogenee f(x) # 0
y'+al)y’ +bx)y = f(x)

Omogenea associata:
y'+alx)y +bx)y =0
y" =2y =logx

yn 1 Zyl =0
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Y1, Y2 sono integrali particolari dell'equazione omogenea.
c1y1 + ¢,y, e l'integrale generale dell'equazione omogenea.

Sia y un integrale particolare dell'equazione completa.
y(x) =1y + 6y, +y Ll - |
y' +a@)y +b®)y =y +a()y +bx)y+y +a(®)y +bx)y = f(x)

Teorema (integrale generale di un'equazione completa)

Siano y;, y, integrali linearmente indipendenti dell'equazione omogenea associata
all'equazione completa, ossia I'equazione omogenea. Sia y un integrale particolare della
completa, allora l'integrale generale dell'equazione completa e dato da:

c1y1 + ¢y, +y, al variare di ¢y, c; € R

Ricordiamo:
Equazioni a coefficienti costanti

y'+ay' +by=f(x)
ab €eR

Equazioni omogenee
y'+ay +by =0

abeR
yn = A\2e/x
y' = le?*

y(x) = e** : questa & soluzione dell equazione omogenea < A?e?* + ale?* + be?*

[ﬁ(A):A2+a/1+b=o]

Vediamo ora la casistiche

A=a?—-4b

Primo caso

A > 0 : due soluzioni reali e distinte dell'equazione caratteristica P(A) = 0.

Siano esse Ay # A,.

Avremo quindi y; (x) = e?1*,y,(x) = e?2*

Verifichiamo che sono linearmente indipendenti.

yi = Met¥ y, = lete
e/'llx e/lzx

Ale’llx Azelzx

Per cui y; e ¥, sono linearmente indipendenti.

W(x) = = )\23(7\1"'7\2)95 - )\13(7\1+7\2)x = e(7t1+7\2)x[)\2 ~N4]#0

Allora, l'integrale generale dell'equazione omogenea &: y = c;e** + c,e?2* con ¢y, ¢, € R.
Esempio
yll 1 4yl — 0
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Equazione caratteristica: A* — 41 = 0

)\1 = O, )\2 =4

Vi = eMx — 1} A= el2X — p4x

L'integrale generale&:y = ¢; + ¢, e**, ¢;,¢c, € R

Altro esempio
y'+5y' +4y =0

Equazione caratteristica: A> + 54+ 4 =0
A=25-16=9

—-5+3
2.1’2 = T: 7\1 = —4,)\2 = -1
i=e ¥y, =e*
Integrale generale &y = c;e™¥ + c,e™ concy,c, ER

Secondo caso
A = 0 : un'unica radice doppia reale A.

A% & un integrale particolare

y;(x) = e?* : si dimostra che y,(x) = xe
y; = 1e?*;y5 = e + Jxe?*
Ax xe/lx

e
W(x) =

(*) le?™  (Ax + e’
Y1 € Y, sono linearmente indipendenti, mentre l'integrale generale e dato da:

y(x) = c;e™ + c,xe?®, con cy,c, €ER

= (Ax + 1)e?** — Jxe?* = 24 > 0

Esempio
y'—4y' +4y =0

Equazione caratteristica: A> —4A + 4 = 0

A—-2)?2=0

A = 2 radice doppia

Integrale generale: y = c;e?* + c,xe?*, concy,c, € R

Terzo caso
A < 0 : due radice complesse coniugate

A=axif,a f € R, dove a € la parte reale e B € la parte immaginaria.
yl(x) = pMX = pla=if)x — pax,—ifx

yz(x) = el2X = paXpifx

Queste due sono soluzioni complesse, poiché non fanno parte del campo reale. Dobbiamo
quindi cambiare campo con le formule di Eulero.
Eulero afferma che preso un numero reale qualsiasi, lo definiamo come:
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e = cosy + isiny
e W =cosy —isiny
e +1 = 0 ("la pit bella equazione del mondo")

y1(x) = e¥e ¥ = ¢¥[cos(Bx) — i sin(Bx)]
y,(x) = e**[cos(Bx) + isin(Bx)]

— i) +y,(x)
V1= 5 =e
= Y2 (x) — y1 (%) —
Yo = 5 =
Attraverso il teorema del Wraskiano affermiamo che sono linearmente indipendenti.
L'integrale generale é:

y = e**(c; cos(Bx) + ¢, sin(Bx))

cos fx

e sin fx

Esempio
y'+y=0

Equazione caratteristica: A2 + 1 = 0
A=1i,a=0,=1

L'integrale generalee y = ¢; cosx + ¢, sinx concy,c; ER
y' +wly=0

AP +w?=01=+tiw

Quindia =0, =w

y = ¢ cos(wx) + ¢, sin(wx) concy, ¢, € R

Esercizio con problema di Cauchy
yu —T y/ T 2y =0
y(0) =0
y'(0) =3

y'=y' =2y=0

Equazione caratteristicaA’? —A—2 =0
A=14+8=9>0
1+3

)\1‘2 :T—)Al = —1,A2 =2

L'integrale generale &: y = ¢;e™* + c,e?* con ¢y, ¢, €ER
y(0) =¢; t ¢,

Imponiamo la prima condizione iniziale

0=y(0)=c; +c,
y' = —cie™* + 2c,e?*
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C1+C2=0 C1+C2=0 C1=_C2=_1
{—cl+202=3_) {3c2=3—>c2=1 1

La soluzione del problemaéy = —e™* + e?¥

Da fare a casa
y' =6y +10y =0
y(0) =1
y'(0)=0

Consideriamo sempre un'equazione a coefficienti costanti non omogenea: y'’ +
ay' + by = f(x).
Come determiniamo l'integrale particolare y di f (x)?

a) f(x) =e* p(x), dove p(x) & un polinomio e @ & un numero reale
fx)=k=e’*kcona=0,p(x) =k
f)=x*+x=e"*(x2+x) cona=0
f(x)=e™*, cona=-1,p(x) =0

Sottocaso 1
a non & radice dell'equazione caratteristiche dell'omogenea, P(1) = A% +
al+ b =0, ossia P(a) # 0.
Allora y sara della forma y(x) = e**q(x), dove q(x) & un polinonio dello
stesso grado di p(x) da determinarsi.
Esempio
yII — yl -_—— e—
Omogenea associata: y'' —y' =0
Equazione caratteristica: A> —1=0: A, =0,A, = 1
Integrale generale dell'omogeneae y = ¢; + c,e*
Termine noto: f(x) = e™* = e"D** x 1, con a = —1 che non & radice
della caratteristica
y=e *xa=ae ¥ a € Rdadeterminare

X

ae ™ +age™* =e7*
B | 1
2ae * =e¢ x—>a=5

. Jd 11 1
L'integrale cercatoe y = e i

. N 1
L'integrale generale della completaé y = ¢; + c,e* + € Yconcy,c, €
R
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Altro esempio
y'=5y'+4y=1
Omogenea associata: y'' — 5y’ + 4y =0

Equazione caratteristica: 12 — 51+ 4 =0

/11'2=%_>}\1=1,}\2=4‘

Integrale generale &: y = ¢c;e* + c,e®*
f(x) =1%e%* dove a = 0 non é radice!

y = e%* x g = a da determinare

et 4

y =Yy

Sottocaso 2
Se P(a) = 0 con a di molteplicita k € {1,2}, l'integrale particolare sara della
formay = x* e®* q(x), fove q(x) sara un polinomio da determinarsi.

Esempio
yII . yl o x2
yII _ yl _— 0

A2 _A=0,A =0ed, =1

Yy =c; +ce*

f(x) = x% e%*, con a = 0 che & radice della caratteristica, di
molteplicita k = 1.

y = x q(x), dove q(x) & dello stesso grado di x2.

y = ax3 + bx? + cx

Y =3ax?+ 2bx +c

—I!

y =6ax +2b

Imponendo che 3 risolva I'equazione: y' —y' = x?

6ax + 2b — 3ax? — 2bx — ¢ = x?

Raccogliamo i termini: —3ax? + (6a — 2b)x + (2b — ¢) = x?
Dal principio di identita dei polinomi:

—3a=1 a=—§
62“b__zcb==00 7 1—2-26=0> b=1
—2-c=0-> ¢c=-2
5i=ax3+bx2+cx=—%x3—x2—2x
Y=t d == 2 =212

—I

y —y =-2x—2+x%+2x+2 = x?

3

. X
L'integrale generale della completa: ¢; + ¢, e* — =t x? —

2x concq,c; ER

b) f(x) = e* [p(x) cos(ux) + q(x) sin(ux)], cona, u € R
p(x),u € Rep(x),q(x) polinomi
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f(x) =cosx + sinx = e%¥ [1 % cos(1 *x) + 1 *sin(1 * x)], con a =
0,p(x) =qx) =lep=1.

f(x) = x?cosx = °** [x2 cos(1 * x) + 0 * sin(1 * x)]
a=0,p(x)=x%q(x)=0,pu=1.

f(x) = e [cosx — sin x]
a=-1,px)=1,q9qx)=-1,u=1

Sottocaso 1

P(a + iu) # 0, cioé non siano radici complesse coniugate della
caratteristica.

Allora un integrale particolare sara della forma

y = e™|[z(x) cos(ux) + s(x) sin(ux)], polinomi di grado pari al max
{grad(p(x)), grad(q(x))}

Sottocaso 2
Platin) =0
y =e®x [2(x) cos(ux) + s(x) sin(ux)]

Esempio
y' +y'—2y =10sinx

Omogenea associata: y"' +y' —2y =0

Equazione caratteristica: > + A —2=0: A, = %ig - N =
—2e), =1

Integrale generale omogenea: y = c;e™%* + ¢, e*

f(x) =10sinx = e%* [0 * cos x + 10 sin x]
a=0,u=1pkx) =0,q(x) =10

o+ iy = *inon e radice!

y = e |lacosx + bsinx] =acosx + bsinx

y = —asinx + b cos x

y' = —acosx —bsinx

—acosx —bsinx —asinx + bcosx —2acosx — 2bsinx = 10sin x

(=3b—a)sinx + (—3a +b)cosx = 10sinx
—3b—a=10 5 {9a—a=10—>a=—1
—3a+b=0 b=3a—-b=-3

y = —cos X — 3 sin x integrale particolare

Esempio

y'"+y=-cosx

Omogenea associata: y'' +y = 0;

Equazione caratteristica: A2 + 1 =0: A = +i
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L'integrale generale omogenea: y = ¢; cosx + ¢, sinx, con ¢y, ¢, €E R
f(x) = e®* [1*cos(1*x)+0x*sin(1x*x)]
a=0u=1pkx)=1q9x) =0

o + ig = xi e radice!!

y =e%*x|acosx + bsinx| = x[a cosx + b sin x|

y =acosx + bsinx + x [—asinx + b cos x|
—I

y = —asinx +bcosx —asinx+ bcosx + x[—acosx —bsinx]| =
— 2asinx + 2bcosx — x [acosx + b sin x|
:—2asinx + 2bcosx — x [acosx + bsinx] = cosx

—2a=0 _ )*79
2b=1  |b==>
2
— o ox
y=x 2smx —Zsmx
X
y=clcosx+czsinx+§sinx
y" +y =cosx
y(0) =0
y'(0) =1

Imponiamo le due condizioni
0=y(0)=c¢c;, >¢c;, =0

y'=—c;sinx +c, cosx+%sinx+;—ccosx
1=y'(0)=c,—>c,=1

. \ . X .
La soluzione é y = sinx + 5 sinx

Altro esempio e poi basta

y'"+y=2xsinx

y'+y=0

MP+1=0-> A=+i

Y = €1 C0SXx + ¢y Sinx

f(x) = e%*|2x sin(1 xx) + 0 * cos(1 * x)]
o iy = *i e radicell!

y = x[(ax + b) sinx + (cx + d) cos x]

Calcolando le derivate ed inserendo nell'equazione:
(2a — 4cx — 2b) sinx + (4ax + 2b + 2c) cosx = 2x sinc

—4c =2
{2a—4cx—2b=2x — —4cx + (2a — 2b) = 2x R 2a—2d =0
4ax +2b+2c=0 4ax +2b+2c =0 4a =0

2b+2c=0
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(1
LD
) a=20
d=0
A
T T2

_ [t 1
y=Xx 2Sll’l.?C ZXCOSX

Altrissimo esempio

Ad esempio, si vuole determinale l'integrale dell'equazione y"' + y = e* + sinx
Siccome questa non rientra in nessuno dei due casi, come si puo risolvere?

Si puo fare una suddivisione del termine noto considerando le due equazioni
separatamente.

y'+ty=e*-y

y'+y=sinx -y,

y =y, + y, eintegrale particolare della completa!

—I

v +y =01 +y)+ () +y,) =e* +sinx

Equazione omogenea associata: y"’' +y =0

Equazione caratteristica: A> + 1 = 0, A = +i

Quindi la parte reale RA = 0, mentre la parte immaginaria IA = 1.
Quindi l'integrale generale: y = ¢; cos x + ¢, sinx

Ricaviamo l'integrale particolare diy"' +y = e*
f(x) =e* =el*™* =

a = 1 non é radice della caratteristica

y = ae* — da determinarel

—1I7

p—

y =ae*=y

Quindi inseriamo queste due espressioni nell'equazione principale:
1

aex+aex=ex—>2a=1—>a=5

. . . — 1
Primo integrale particolare: y = Eex

Vediamo ora l'altra parte

y" +y=sinx = e®*[1 *sin(1 *x) + 0 * cos(1 * x)]
a=0,p=1

a + iy = +i é radice!

L'integrale particolare sara della forma: y, = x|cos x + b sin x|

y5 = acosx + bsinx + x[b cos x — a sin x]

y; = —asinx + bcosx + bcosx —asinx + x|—bsinx —acosx|
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Sostituiamo con |'equazione principale
—2asinx + 2bcosx — x|bsinx + acosx]| + x [acosx + bsinx| = sinx

1
a=-—-= 1 %

2% Y3 =X[—2COSX| = —"COSX
b=20
= B ..
y=Yy1 Ty, =€ —-Cosx

Esercizio da fare a casa
y'"" —y' =sin2x — cos 3x

Integrale particolare
y'+y =logx ?

In questo caso bisogna calcolare un integrale particolare

Un integrale particolare si calcola con il metodo della variazione delle costanti
(Lagrange); vale anche per un'equazione non omogenea qualsiasi, come ad
esempioy”" + a(x)y’ + b(x)y = f(x)

Questo metodo ci dice di prendere I'equazione omogenea associata, in questo
casoy” + a(x)y’ + b(x)y = 0 con y;, y, integrali particolari linearmente
indipendenti. Per cui l'integrale generale della seconda equazione € datoda y =
c1y1(x) + ¢, v,(x), dove ¢y, c; € R.

Prendiamo la funzioney = ¢; (x)y;(x) + c,(x)y,(x) : y & un integrale
particolare della prima equazione se e soltanto se le derivate ¢; (x) e c5(x)
verificano il seguente sistema:
{ c1()y1(x) + c;()y,(x) =0

c1()y1(x) + ez ()y;(x) = f ()
Questo e un sistema lineare nelle incognite c; (x), c;(x).

Determinante della matrice dei coefficienti:

y1(x) ¥z (%) , : 1 :
Wx)=1|", | # 0, perché y; e y, sono linearmente indipendenti.
( ) yl(x) yz(x) p yi€eYy; p
Allora per il Teorema di Cramer il sistema ha un'unica soluzione:
0 y2(x)
(x) y,(x)
Cleo= f Y2
W (x)
y1(x) 0
1(x X
Cy(x) = yi(x) fx)
W (x)
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Esempio
y'ty=

sin x

Equazione omogenea associata: y"' + y =0

Equazione caratteristica: A2 + 1 = 0,A = +i

Integrale generale é: y = ¢y cosx + ¢, sinx

y = ¢1(x) cos x + c,(x) sin x, tale che ¢; (x), c;(x) soddisfano il sistema:
ci(x)cosx + c5(x)sinx =0

c1(x) (—sinx) + cj(x) cosx = —

sin x
0 sin x
. cos x
sin x
ci(x) = _ -1
1(0) | cOS X smx’ B
—sinx cosx
ci(x) =—x
CcoS X 0
—sinx Ll
sinx| COSX
C, x = |
2(%) 1 sin x
CoS X : -
: dx = log|sinx| + c:c = 0, cy(x) = log|sin x|
sinx
Y = ¢;(x) cos x + ¢, (x) sinx = —x cos x + (log|sin x|) sin x

Abbiamo ottenuto l'integrale particolare, ora per ottenere quello generale:
Yy = ¢; cosx + ¢, sinx + [—x cos x + (log|sin x|) sin x]

Altro esempio
y'+2y' ty=

log x
ex

Equazione omogenea associata: y"' + 2y’ + y =0
Equazione caratteristica: A> + 21+ 1 =10
(A+1)2=0: A= —1 radice doppia

y=ce *+cxe™
y=c(x)e ™ +c,(x) xxe™*

cc)e ™™ +c(x)*xxe™=0

¢; () [—e~*] + ch (x) [e™ — xe™*] = =EX

e ™ xe %

W(x) = et e X(1—x)| T e (1 —x)+xe =%
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0 xe X
log x e *(1—x)
ci(x) = i = —e**xxlogx e ?* = —xlogx
1 e—2x g g

2
[ xlogx dx, funziona in questo modo: f = logx g =xf —i -

x%logx 1 x? x?logx 1 «x?
= —J—*—dx= ——*——-+c— logx——

2 x 2 2 2 2
e * 0
_e—x logx
cy(x) = e_er =e?* xe % logx = logx
[logx dx =+ =xlogx —x + ¢

c,(x) = x(logx — 1)

2
y=ci(x)e™* +xe *c,(x) = x?(logx — %) e * +xe *[x (logx — 1)]
Abbiamo calcolato l'integrale particolare

Da fare a casa
y" + 4y = 5sin3x — 7 cos 3x
(da provare con i due metodi)
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Studio delle curve

domenica 28 novembre 2021 16:18

Cosa si intende per curva?
P = P(t) € R3, dove P & di coordinate P = (x(t),y(t),z(t))

{GTC)
_9.((')
x = x(t)
y=y@®),v®) = (x'@®),y'(©),7'®)
z = z(t)

La traiettoria compiuta dal punto nello spazio viene descritta dalla funzione che associa ad
ogni istante t la posizione del punto P.
@=t€el-P(t)ER?

Moto uniforme
Se il moto e uniforme abbiamo una velocita scalare e una costante, quindi abbiamo che la
norma di v(t):

@] = c

(K©) + ' ®*+(Z®) =c

Eleviamo ad ambo i membiri:

@)+ @)+ (Z®)°) =0

v(t) = [x'(Ox"@) +y @®y" () + 2z ()z" ()] =0

a(t) = (x"@),y"(@®),z" @)
v(t)xa®) =0

Definizione di curva

Una curva e un'applicazione continua del tipo
p: 1S R->R"

Essa prende un valore t nell'intervallo | scelto e associa un punto @(t).
Q(t) = (<P1 (), @2(t), ..., (Pn(t))

X1 = @1(t)
Xy = @,(t)

0 = #a(®)

equazioni parametriche di ¢.

L'insieme @(I) € R™ (codominio di ¢)
@) = {e(t) : t € I} sostegno di ¢
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Una curva e una funzione, mentre il sostegno e I'oggetto geometrico che noi siamo abituati a
chiamare curva.
Le equazioni parametriche servono a identificare univocamente tutti i punti del sostegno.

)

fo)

Esempi

1) Retta passante per il punto (x,, yo), vettore direzionale
A= (A1,22)
X =Xxo + At
{3’ = Yo + Azt

""u{o\

2) Circonferenza
di raggio R > 0 positivo nell'origine

P (ny)
SN
N

x =Rcost
y =Rsint
t € 10,27]

@(t) = (Rcost,Rsint),t € [0,2m]

Se consideriamo invece l'equazione in questo modo

x =Rcost
{y = Rsint t €047}

@(t) = (Rcost,Rsint),t € [0,47]

3) CurvainR3
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X =acost
y =asint
z=bt
Con a, b > 0 positivi

x% +y% = a?(cos?t + sin?t)

x?+y?2=a?inR3

Questa equazione rappresenta il cilindro di curva direttrice la circonferenza e con le
generatrici parallele all'asse z.

‘N

Passo dell'elica
21mh

b 4

Esempio di strofoide
o) =(t3—t,t?-1),teR

x=t3—t > 0=(0,0)
y=t? - t=-1t=1

L x=-1+1=0 , _ x=1—-1=0
t—_l_){ 1—-1=0 ’t—l_’{y=1—1=0
a
euevp Vo
cEneLLeE
Questa curva e uno strofoide cuevh CERPLLCE

P:t € [-1,1] - (t3 — t,t? — 1) € R? cappio di strofoide &

Definizione di curva semplice
@:1 € R - R™ verra detta curva semplice se per ogni coppia di valori t;, t, con
t1 # ty, in cui almeno uno dei valori € interno ad |
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&:& &q_ b

A 3

Deve accadere che @ (t1) # @(t,)
Una situazione di questo genere perd non puo capitare.

K .\ /P NO

—_—

N

Nel caso della circonferenza:

N\

ard
]/

-

CulVA SEupLIéE

x =Rcost
() = {y — pantr  tEl0.27]

Se invece fosse stata:
x =Rcost
Y(e) = {y _ Rsing’  tEl04m]

La curva non sarebbe stata semplice poiché a ogni punto corrisponderebbero due
variabili.

Definizione di curva chiusa
@:|a, b] - R™ curva chiusa se ¢(a) = ¢(b)
Circonferenza cappio di strofoide

Un esempio sarebbe un'elica semplice ma non chiusa

Definizione di curva regolare
@:[a, b] - R" si dice regolare se:
1) @ € C*([a,b]) : @) = (@1(2), ..., 9 (D))

0'(t) = (01(1), -, 0 (D))
2) ¢'(t) #0 Vr € (a,b)
Possiamo descrivere questa condizione dicendo che:
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! ! 2 ! 2
lo'@]|>0 & (91®)" + -+ (¢n())" >0, vt € (a,b)
S @1, ©3, ..., Py, non si devono annullare simultaneamente

Esempio
x=x0+7\1t /
= t) = (xg + A1t y9 + Ayt), t) = (A, A) # (0,0
@ {}’:}Io‘l')\zt () = (xo + AL, y0 + A20), 0" (6) = (A1, 22) # (0,0)
X =Rcost x' = —Rsint
{y:Rsint t €10,2r] {y’chost
(x)? 4+ (y')2 =R%sin?t + R?cos?t =R?> >0
X =acost
@(t) =<3y = asint curva regolare
z=bt
x' = —asint
y'=bcost
z'=b

Esistenza della retta tangente
@:la, bl = R?, Py = ¢(ty) = (91(to), 92 (to))

o
Py 2 Q(E4)

@1 (t1) — @1(to)

x = @1(to) + P— (¢t —to)
r(PyPy) = T
y=%u0+%“i_§“@a—%)

x = @1(to)
t=ty— =P
0 {)’ = @, (to) P
P {x = @1(to) + @1(t1) — @1 (to) = @1(t1) _ p
=UL = I
Y = @2(te) + @2(t1) — @2(to) = @2(ty)
Quando t; = t, la retta secante diventa retta tangente in P, allora le sue
equazioni saranno:
{x = @1(to) + @1 (to) (t —to)
y = @2(to) + @3(t) (t — to)
@' (to) = (@1 (to), 2(tp)) # 0
Queste saranno le equazioni parametriche della retta tangente in Py = ¢ (t,) a ¢.
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Facciamo un esempio nel caso dovessimo avere tre coordinate.
¢:[a, b] - R3:

x = @1(to) + @1(t) (t—to)

Y = @a(to) + @3(to) (t — to)

z = @3(to) + @3(to) (¢ —to)
@' (ty) = (‘Pi (to), @2 (to), (Pls(to))

to)
T(t,) = —2&0) _ \arsore tangente
(to) 1o’ (to)| g

Ad esempio, prendiamo la circonferenza di equazioni
X = cost
Q= {y —sint € [0,27]

Equazioni della retta tangente in Py = ¢ (E)

4
v
¢1(to) = @1 G) = —sing = _‘/Z_E
oh0 =04 () = st =

x = @y (te) + @, (o) (t — tg) = L2 — L2 (t _E)

2 2 4
y = 0alto) + 03(to) (E—to) = F+2 (£ -T)

x+y=\/§

Esempio di curva non regolare

o(®) = {; =L tel-1al
@' (t) = (3t2,2t)
¢'(0) = (0,0)
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2
y:tzz(%zzxg
x € [—1,1]

y =V

D
Esempio di curva regolare
y=f), fecab)
] 7’:%(*)
" b
Il sostegno di ¢ & {(t,f(t)) i t € a, b]} = grafico di f(x)!

x=t
ot) = {y = f(©)

{y’x:?%t) # (0,0) - @ éregolare ed il vettore tangente & ¢'(t) = (1,f’(t)).

Retta tangente ad f(x) in (xq, f(x0)) : ¥ = f(xg) + f (o) (x — x0)
bl {x = ¢1(to) + @1(£0) (€ — to)
° O |y = @2(to) + 95 (te) (t — to)
x=ty+(t—ty)) =t
{3’ = f(to) + f'(to)(t — to)
y = f(to) + f1(to) (x — to) = f(xg) + f'(x0) (x — x0)

Caso delle curve piane
Abbiamo una rappresentazione di una funzione parametrica:

o0 = {3 200 fyn o

x2+y2=1
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X =cost 02
y =sint t € 0,2]

Coordinate polari
Prendiamo un punto qualsiasi nel piano e connettiamolo con |'origine. La distanza
da P all'origine lo denotiamo con p.

Y ~

X v

p=1x2+y?
X = asse polare
origine = polo

Trasformazione alle coordinate polari

X =pcosB
y =psinf

Una curva che viene espressa in coordinate polari viene espressa in un'equazione
polare.
p = p(G)J 6 € [61, 62]

o
x2+y2—L L >
x=pcosf |
{y=psin0 TSP T
x2+y2—2x=0
(1,0),R=1

A
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(LUK =1

!1 l
p?cos? 6 +p?sin®0 —RpcosT =0

A\

p? =2pcosf
p=2cosf

T T
6|33

p =p(0), 0 €[64,0,], p € C([0,0,])

x =pcos6 =p(0B)cosb
{y=psin9 =p(@)sinh’ 0 € 81,6,

x' = —psinfB + p’ cosH

y' =pcos6 + p'sinb
(x")? 4+ (y')? = p?sin® 0 + (p')? cos? O + p% cos? B + (p')?sin? 6 = p? +
(p')?

Quindi la curva ¢ ottenuta & regolare se e soltanto se p%(8) + [p'(8)]> > 0 VO €
[611 92]

Esempio
p =a(l+ cos@h), 6 € [0,2r]

.
L

(2

Lo

-8
0=0-p=2a
9=g—>p=a
0=nm->p=0

0=~ =2
> T—p a
Per verificare se la curva e regolare bisogna:
[02(8)] + [p'(6)12 = a?(1 + cos 6)% + a?sin? @ = a?[1 + cos? O + 2 cos O +

sin? @] = 2a?[1+ cos 0] =O0per § =n
Questa curva non é regolare.
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Altro esempio
p =a(l+ cos@h), 0 € |—m, ]

Verifichiamo solo se e regolare (siccome ¢ la stessa di prima):
[p2(0)] + [p'(8)1? = 2a*(1 + cos 6)
0 € (—m,m),cos @ > —1, la curva & regolare

Curve equivalenti

Prendiamo una curva ¢:1 € R = R", con variabile t = ¢(t).
Prendiamo un'altra curva y:] € R — R", con variabile s = (s),
Diremo che ¢ e equivalente a Y e scriveremo @~ (s).

I3s=g(t) : g;I1 -], g € Ct(I) invertibile, g'(t) # 0 Vt € I tale che:

r o) =(g®),  Vtel

La funzione g si chiama cambiamento ammissibile di parametro.

Osservazione 1

g'(t) #0 - g' >0 ¢ gstrettamente crescente oppure g’ <0 &g
strettamente decrescente

Ovviamente: se o~ allora Y~¢, g~*:] - I & tale che P (s) = p(g~1(s)).

Osservazione 2
Se @~ allora @ e Y hanno necessariamente lo stesso segno.

Esempio

X =cost
o0 =, 25 tel-no

x = cos(2s) 1t
vis) = {y = sin(2s) 58 [E’ﬂ]

it
NP,

t
gt) = Stm L€ [—, 0]
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g(t) =%+ﬂ. t € [-m, 0]

otl_—1" ;s g =1>0

i o(t) = p(g()

w(g(t)) = <% + T[) = <COS 2 (% + n)) ,sin 2 (% + T[>) = (cost,sint)

= o(t)

Osservazione 3

X =cost
p(t) = {y _ainey tE027]

1N
N

W(s) = {’; % sef04n]

@~y ? No, poiché una e semplice mentre |'altra non lo e.

“il tilde € una relazione di equivalenza (riflessiva, simmetrica e transitiva)
nell'insieme delle curve regolari!

—_—~

Per curva regolare si intende quindi: @ = [@] = l'insieme di tutte le curve regolari
equivalenti a ¢.

Definizione di orientamento di una curva
Ogni curva @:1 — R™ induce un verso di percorrenza o orientamento sul suo
sostegno, che coincide con il verso in cui @(t) percorre il sostegno all'aumentare

e T T

Se P, = @(t,) e P, = @(t;) : sidice che P; precede P, nel verso di percorrenza
indotto della rappresentaflone parametrica ¢ (o verso delle t crescenti) se t; < t,
» n
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Se P, = ¢(t,) e P, = @(t,) : sidice che P; precede P, nel verso di percorrenza

indotto dalla rappresentaflone parametrica ¢ (o verso delle t crescenti) se t; < t,
Py

Esempio
X = cost
¢ = {y — sin F\ t € [0,2r]

i
NP

Altro esempio
_ |x = cos(-t)
~ |y = sin(-t)
X = COS X
o) =" s sel-2n0l

Rappresenta sempre la circonferenza

= 2o eon(-D). s (-5) = @)

s=0-(1,0)

t € |[—2m, 0]

A

1
A

Il verso di percorrenza e orario!

L 4

Altro esempio
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(1)

(1,0)
x=t+({1—-t)*x0=t
{ —tx0+(1-px1=1-¢ E1OH
t=0-(01)
t=1—>(10)
X =
te|—1,0
{y [~1,0]

Curve rettificabili, lunghezza di una curva

A t + :';::'b:"—”

L(P) = |lo(t) — (|| + [|0(t) — (D] |+ + [lotn) — 0Ty
L(@) = sup{L(P): P poligonale inscritta in ¢} € [0, +x]

Definizione
@ si dice rettificabile se L(¢p) < +oo.

Teorema di direttificabilita delle curve di classe C!
Sia ¢: [a, b] » R™ una curva di classe C*: allora ¢ é rettificabile e si ha:

L(p) = [ dt

Esempio
n = 2, come esplicitiamo la formula? Potremmo scrivere la lunghezza come:
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2 J@1©) + (930)" d
n=3L0p) =] J (@10)" + (@) + (@3(0)" de

Esempio
P = (x1:Y1)é P —)2 = (x2,¥2)
x=tx,+ (1 —1t)x
{y T tyz +(1 - t)yi teloll
X' =x,+(=Dx; =x, — x4
{ Y =Y2—n
L(p) = fol \/(xz —x1)*+ (y, —y)?dt = \/(xz —x1)%2+ (, —y1)? =
d(Py, P)

Circonferenza

X =cost
@(t) = {y St € [0,27]

x' = —sint
y' = cost

L(p) = [J" JGNZ+ (N7 de = [" dt = 2n

\/(x’)z + (y")2 =+sin2t + cos?t =1

t €[04n]: L(p) =4n
La lunghezza coincide con quella della traiettoria.

Osservazione
Se @~ e @ ¢ rettificabile, anche 1 & rettificabile e L(y) = L(¢).

Esempio
X = cost
p(t) =4y =sint te€[02mr]
zZ=1t

"elica cilindrica"

!

x' = —sint
y' =cost (x)2+ )2+ (z')2 =2
z' =1

L(p) = f021r V2 dt = 212

Altro esempio
@(t) =(t—sint,1—cost), t €10, ]
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x=t—sint
{yz 1 —cost t € [0,m]
Ciecoidpe
2 \
{
|
'y
x'=1—cost
y' =sint

(x)2+ ()2 =1+ cos?t +sin?t — 2cost = 2(1 — cos t)
L(p) = fon\/Z(l —cost) dt =2 fonxfl_— cost dt

Lot
1—cost=251n25

t 1-—cost L t L t T™1 t
sin? — = — —=\/§f V2 sinz dt =2f sin(z> dt=4j —-sin<—> dt
0 0 0

2 2 2 2
=T
= —4 <COS —) =—-4(-1) =4

2
t=0
2t 1+cost
Cos™ - =—"—
2 2

Calcolare la lunghezza del grafico di una funzione del grado C?!
y=f&), f € C'(la,b])
v :§l)

x=t x'=1
v = {y = L@ {y' = f'(0)

L(p) = ff\/l +(f1(0)" dx

Esempio
Lunghezza diy, = x?, x € [—1,1]

~
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f'(x) = 2x

L(p) = f_ll V1 + 4x2 dx?
[VT+ax?dx = [ 1+ @02 dx =2 [VI+ 2 dt
f\/iTtEdt=t\/1_+?—ft——1—*2t—t\/—+t2 j\/_

4\/1+t2 +t2
. —1<x<
=t\/1+t2—jﬁ+t2+ =.[\/1+t2dt _;;f;zl
t\/_+t2

f t\/_+t2+log(t+\/i+t2'
V1+t2 2 2

+c

Equazione polare di una curva piana

@: p=p(6), p € C1([84,0,])
L(B) =?

x =pcosf
y = psinf

_f{x=p(O)cosb
|y =p(0)sing

[x"(0)]% + [y'(8)]% = p*(8) + [p'()]°
Quindi la lunghezza sara:

02
L(6) = e Jp2(0) + [p'(8)]2 db

Lunghezza della cardioide
p =a(l+ cosh), 0 € [-m, ]
p' =—asinf
i Li2 0
L(p) = f Ja2(1+cos )2 + a?sin2 6 do = a_[ J2(1 + cos 8) do = cos 7
- -TC

1+ cos@
2

Esercizi
1) Lunghezza della curva

p=ab,0 € [O,ﬂ,a>0
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Spirale di Archimede

r/'

(Y

&

2) p=e??, 0 €10,2r] conr >0
(-
A

Definizione "curve regolari a tratti"

¥

3

¢
2 4q
3

L(p) = L(p1) + L(@2) + L(@3) +--- + L(@y)

-

Esempio: calcoliamo la lunghezza della curva
_f{x=cos3t

= {y =sin3t

cont € [0,2m]

x' = —3cos?tsint
y' = 3sin?tcost

_ (x'(0=0
A=l {y’(O) =0

T
t=§—><p'(t)=0

t=m-¢'(t)=0
t=2m-¢'(t)=0
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La curva non é regolare, ma regolare a tratti

AsTeRoIDE

21 21
L(p) = j \/(x’(t))z + (y’(t))2 dt = f V9 cos? tsin? ¢t + 9sin® t cos? t dt
0 0
21

3 \/cos2 t +sin? t (cos2t + sin?t) dt
0

2T

21
= 3.[ \/cos2 tsin? t (cos?t + sin?t) dt = 3f |costsin t| dt
0 0

01 1 " v

Z . 2 _ sin“ t\2
=3|4x* | |costsint|dt| =12 costsintdt = 12 =6

0 0 2 0

Ascissa curvilinea o lunghezza d'arco
Sia y una curva regolare di R" di sostegno I' € R™.

rl
%
P

L(PoP)se P segue P,

P € T : ascissa curvilineadi P = —
—L(PoP)se P precede P,

Supponiamo che @: [a, b] = R" sia una rappresentazione parametrica di ¥, supponiamo che:
Py = ¢(to)

Definiamo la funzione
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S(0) = j:ll(p’(t)” dT vt € [a, b]

Se prendiamo un punto sul sostegno della nostra curva P = ¢(t) €T, allora ci sono due
possiblita:
» se Psegue P,, abbiamo che t > t,; quindi s(t) = ftto ||g0’(t)|| dt =

lunghezza dell’ arco PoP

 Se P precede P,, abbiamo che t < ty; quindis(t) = ftto ||<p’(t)|| dt = ftto |go’(t)|’ dt =
— L(PoP)
s:t €[a b] = s(t) € | S()
s'(t) = ||g0’(t)|| > 0in (a,b) — s(t) & strettamente crescente
SUT
—p—

s=s(t) > t=t(s)

t = t(s) : [s(a),s(b)] - la, b]

s € t(s)

@:la,b] - R"

y(s) = o(t(s)) ¥s € [s(a), s(b)]

y~@ perché s = s(t) cambiamento ammissibile di parametro
Vettore tangente

y'(s) = <,0'(t(5)) * % = (derivata funzioni inverse) =
1 ()
s'(t(s)) ||q)’(t(s))||

= ¢'(t(s)) *

lly'Il =1, vsels(a),sb)]

Integrale curvilineo di una funzione
Supponiamo di considerare una curva y regolare di R", di sostegno I' € R",
@:[a, b] - R™ una rappresentazione parametrica di y.

/\_/\/‘p

f= f(x1; ---,xn),f: I' - R continua
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Integrale curvilineo di f, estesoa y

b
ffds =f f (e®) |lo'@)]| at
W a

pern = 2: [, fds = J1 f(0:(8,920) [0, 02 + (p3(0?) d

fZOseF=jfds

Osservazione

se ¢ = pallora [ f(9(0) |l¢’®1| dt = [* F(®) [l¢'@)]|ds

Osservazione
b !
Se f =1, allora fyfds = fa ||<p (t)|| dt = L(¢p)

Proprieta

fy(aff+,8g)ds=aj;/fds+ﬂj;/gds

Proprieta

Lfds

Esempio 1
fy xy ds,y = quarto di circonferenza e x + y? = 4, situato nel primo

< mlgx|f| * L(@)

guadrante.

M\
N,
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\H

X =2cost

y =2sint’
x' = —2sint
y' =2cost

t € 10,2m]

J(xD?2 + (y:T)Z =4 =2

T

0

2 2
fxyds=j 2cost*ZSint*2dt=8f sintcost = 4
% 0

Esempio 2

5
—ds, Y:
yY

= x%,x € [\/Z\/é]

N

g6

I

V2

V6 /1 + 4¢2 1

t=v2-ou=vV1+8=3
t=vV6-ou=+V1+24=5

Suz—1+1

u

du =

xX=t x' =1 :
i AR e
NG
X t -
_d5=j —5*\/1+4t2dt=
yY vz t
J1+4t2 =y
1+ 4t% = u?
2
b2=u_—_1
. 4
t=§ u? —1
dt 1 ! 2
= — x —— — % U
2 2vu?-1
fﬁﬁ+4t2 2f5 u
AL P Ll
VZ 3 Vuz—1

Esempio 3
xy+1

Lyx/l + 4x?

1
— %
2

uz —1 3 u?—1
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v:y=1—x%xE€ [0,%]

‘S
/—-N—\
|I><
=l
I(‘b

z t(1—-t?)+1 —
fy .f(l—tz)\/_+4t2 A

o' ©|| = VG2 + 72

1

1 1
zt(1-t?) +1 2 2 dt
= dt=|tdt+ | —

dt
t2 —1
1 A
| t_1+ 1—>1—A(t+1)+B(t—1)—(A+B)t+(A B)
A= B—1
{A+B=O i B L P
_)
A—B=1 B__l
2
dt 1 (dt 1 dt _11 t—1+
2-1 2)t—-1 2)t+1 28r+1|™°¢

Esempio 4
f ds
(X2t Y?
(%)
%l \%
Vi
n A
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_[x=cost [OE_
V1= y =sint’ Le "4
_V2 V2|
2=9% 772,  t€(0—
y=t _
Jx' = —sint
Y1 " = cost
JE&Z+ (7 =1
[
S F 1dt = —
d - — * = —
v X2+ Y2 > o COs?t +sin?t 4
Jx'=0
Ya: yl=1
V2 V2 V2
.[ 1 d fT 1 d 2 dt 2 dt
—_ -as = _— = =
x% +y? 1 j 1 f 2
Y2 y 0 §+t2 0 t2+7 0 %<1+(\/§t)>
V2 VZ
[z V2dt t="7
=2 ———szff(arctan\/ft)_z
0 1+(\/§t) =

= \/Zarctan 1= E\/f

4

In conclusione:

1 mT T T
fy ds_—+Z\/§—Z(1+x/§)

x? + y? 4

Analogamente, con una funziona a tre variabili il procedimento e il medesimo.
Esempio 5

[ (v
y3x z | ds
x =3t

3
Y= y=§t2, t €[0,1]

z=1t3
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x'=3
y' =3t
z' = 3t?
JOEOZ+ (D2 + (2)2 =91 + t2 + t4) = 3y/1 + 2 + t*

2 172 =——
f(—x+4z>ds=f <§*Bt+4t3> V1 +t2+t4dt
y 0

3
1

=3 [(1+t2+t4)%*§] =2[3v3 -1

Definizione di baricentro di una curva
Sia y € R? una curva regolare a tratti, allora il baricentro di y & il punto (x,, y,)

1
Xg=—— | xds
{ L(v)fy
1

= ds
Ly ),

Yo

Esempio
Baricentro della circonferenza (xq, y,) raggio

X =Xx9+Rcost
y=y0«+Rsint’

t € [0,2]

A "4

x' = —Rsint
y' = Rcost

JG+ () =R
L(y) = 2nR

Ascissa baricentro
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2TC

1 1 21 1

1 21
=Ef0 Xo dt = Xg

Ordinata baricentro =y,

Yy S R3 ...

1 j q 1 J !
Xo="7">< |xds,yo=7"7=< S
T2 ¥ Yo L(y) yy

1
Zo=7—— | zds
L,
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Integrale di funzione a due variabili

venerdi 3 dicembre 2021 14:17

Consideriamo una funzione di una singola variabile
f =f(x),f:[a, b] = Rlimitata

In analisi 1 prenderemo l'intervallo, lo decomponiamo scegliendo dei punticini
°| 7 by b

4 Il A )
1 v T v X L T S |

& b

L'insieme costituito da questi punti viene chiamato partizione.
Py = {to, t1, ..., ty} (partizione di [a,b])

[ti, t; + 1]
N-1
(P =) _inf, £GO (tir — )

1
x€[t;ti+1]

i=0
N-1

SUEPI =) sup ) (taa = )

=0 x€[t; ti+1]
N
v
p=rt ( Per le somme piccole si prende

| : I'estremo inferiore.
E : ", Per quelle grandi I
ol itate]
\
(

ly

L " A
v L] | /
K

b & (’-3 ‘u-‘b

? -_——_— .- - -

Siha:s(f,P;) < S(f,P,) VP, P, partizionidi[a, b]
cioé sup{s(f, P): P} < inf{S(f, P): P}

Definizione
Se sup{s(f, P), P} = inf{S(f, P): P} si dice che f & integrabile secondo Riemann e si ha

[2 f()dx = sup{s(f, P), P} = inf(S(f, P): P}

Integrazione multipla
Un dominio D € R? si dice normale rispetto all'asse x se D = {(x,y) ER?:a<x<

b,d(x) <y < B0}
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d(x), B(x) saranno funzoni continue in [a, b] tali che d(x) < B(x)

14 (3(()
7(!) /({)
[ |
: ' :
o X .
Esempio 1
d .::.. el)= J
C 4 9’[&) = ¢
« W
D = [a,b] = [c,d]
Esempio 2
ry = &:ol b-‘l
17 ! i
I V{x) o
\
( Bl<)~x
: P4
1
Esempio 3
g xt ®:0; b4
f(x) Al
@lx) : Ux
1‘ >

Esempio 4

)(14~~/L=1
/\ yiiq- .

Definizione
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L'area di un dominio normale rispetto all'asse x sara:

b
A(D) = j BG) — d(o)]

Definizione

Il dominio normale rispetto all'asse y sara:
D={(x,y) ER?:c<y<d, y@») <x<di@®)}
v (y), 8(y) sono funzioni continue in [c, d]

y(y) <6(@y)

Y N 6(1\ /b
T (=) o)
-~ == - = -~ 0 - o - - ..Y 1
:
|
¢+ / : 7
| |
10 ¥y *
Esempio 1
A
J +
cd
: 4 v
o b

vy =a  6(y)=b

Esempio 2 04y
14 ‘75)‘5'\
eda- - I 1l W
sy

Esempio 4
| K> oyt

Matematica 2 Pagina 153



Esempio 4

"
-

K> EJq-yt

-1 4

\ -1 ¢y¢$q
/ | 4‘\11- SKS ’\/L

Area
Per calcolare I'area:

d
Area(D) = j [d(y) —y(¥)ldy

Esempio

1 Z)d 1
A(D) = — =—
(D) JO(\/}’ y2)dy =3

Concetto di partizione di funzioni a due variabili
Definizione
D € R? dominio normale rispetto ad x
Partizione di D: P = {Dy, ..., Dy}
i) D; dominio normale rispetto ad x
i) D;ND;j =@ Vi#j
i) UV, D, =D

n

\f

Definizione
Definiamo una funzione di due variabili
f:D - Rlimitata, f = f(x,y). Prendiamo una partizione P = {Dy, ..., Dy} di D.

Definiamo le somme piccole e le somme grandi
N

S(F,P) = ) intf + A(D)

=1
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N

S(f,P) = ) supf + A(D)

i=1 !

Proprieta
s(f,Py) < S(f,P,) VP,, P, partizione di D

Definizione
Se gli insiemi numerici

{s(f,P): P}e{S(f,P): P}
sono pure contigui, la funzione f si dice integrabile secondo Riemann su D; per cui in tal caso
scriveremo:

ﬂ f(x,y) dx dy = sups(f,P) = ing(f, P)
P
D

Questo e un integrale doppio di f, esteso a D.

Proprieta
Se f e continua, allora f € integrabile.

!J(a'f+,8g) dxdyza!)jfdxdy+,8!)jg dxdy

Proprieta additiva

ﬂfdxdyszfdxdy+fffdxdy
Dy D,

D

Teorema

Formule di riduzione per gli integrali doppi

Abbiamo da studiare sia un dominio rispetto alle asse x che alle y.
D={(x,y) ER:a<x<h akx)<y<p)}

. b (x)
Sef = f(x,y), f:D - Recontinua, [f, f(x,y) dxdy = [ dx f(f(;) f(x,y) dy.
Nel caso di dominio normale rispetto all'asse y la formula si scrive:
E={(x,y)eER:c<y<d, oa(y)<x=<y®}

8(y)

Se f:E — R continua, [f, f(x,y) dxdy = fcd dy f(y) fx,y) dx

Y

Esercizio 1

Jf x arcsiny dxdy
D

~
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x arcsiny dxdy
)

n i Q»a.lmko

D

/h

S
7

1

1 1 1 1

jfxarcsiny dxdy =f dxj (xarcsiny) dy =j X dx J arcsiny dy
0 0 0 0

D

1
farcsiny dy = yarcsiny — \/_—y_:z dy=yarcsiny—.[y(1—y2) 2 dy
1-y
1
=yarcsiny+§*\/1—y2*2+c

1 ———
j arcsiny dy = (yarcsiny)g + (ﬁ — yz)
0

J-=([re) )36

1 o 1
o 2

Esercizio 2

ﬂ xy? dxdy
D

D={(x,y) ER:y<x,y<—x+2,y >0}

O¢vY4{y
yirtr-y

B(x):{ xse0<x<1
—x+2sel<x<2

[ omar= -+ ] -

SUDl:OSXS1, Osysx
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Calcoliamo i due integrali

1 x 1 x 1 3\ V=X 3
2 2 2 y XX
jfxy dxdyzjdxjxy dy=fx<Jydy>dx=.[x<—> dx = —dx
0 0 0 0 0 3 3

D; y=0
B Y Y C A
=3/ % ’“5(?)0 T
—x+2 —xX+2 2 3\ ~X+2
Jf xy?dxdy = fdxj xy? dy = j (j yzdy> dx=f x (y?) dx
1 0

=§f x(2 —x)3dx =
1

D={(xy);0<y<1l y=<x<2-y}

-y 1 2—y 1 x2\ ¥V
ﬂxy dxdy = fdyf xyzdx=j y? j x dx dy=j y? | — dy
0 y 0 2
1

1 1 1 1
=§f0 2[2- y)z—y]dy—Zjoy(l—y)dy= lg—;}l=2*—=g

Esercizio per casa

ﬂ xeyzdxdy
D

Trasformazione alle coordinate polari

X =pcosb
y =psinf

A\

Y plx,v)
P
P i 1’ x4 YL
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pxUxt+y®
Bt

0 x

Definizione di @
®:(p,0) €R? > (pcosB,psinh) € R?

Esempio di un cerchio

A
o ¢ PSR
v
K; 5 080 S22y
A
(p,6) € [0,R] = [0,27]
Cio rappresenta:
a
N |— L
. R
1 ;P
Altro esempio
7 A
- ¥
? ORI
g osps P 2
> [ PSP = Leos®
1 e’ P =1coso
(x‘i)tl- Yz:‘l
x =pcosb
y =sinf
p2cos?0+1—2pcosh + p?sin?6 =1
p? = 2pcos O
p=2cosf

Dove p = 2 cos 0 e I'equazione polare della circonferenza!
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gl g
{(P;Q) 5 S <46 SE,OSPSZCOSQ}

Dominio normale rispetto all'asse 6

Altro esempio

N oso s 5,

/ < <—_4

? ASP°P e
),\ 12 BrosO
e N

4

1 (1,0)
PN penateexrt » prl

Scrivere il dominio dell'area rossa in coordinate polari.

= < <— <p<-
={lp.8:0 <06 iz cos 0

Formula del cambiamento di variabili negli integrali doppi
f = f(x), f:[a,b] = R continua

b
j f(x)dx =

a
x = @(t), @:[a, B] = [a,bl; @ € C* biunivoca; ¢’ # 0

W',““““'—‘
v

A

6l

v

R |- —
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fbf(x)dx =

x=¢t)x=a-t=F;x=b-ot=a

a B B
= fﬂ Flo@) '@t == [ @) o'® = [ flo@)]o'®]at

Le ipotesi da fare sono le seguenti
Nel caso di funzioni di due variabili f (x, y) come si ragiona?

Prendiamo due domini regolari T € Ri,v,D c ]Ri,zc,y. | domini regolari sono unioni di un
numero finito di domini normali regolari, a due a due privi di punti interni in comune.

Prendiamo una trasformazione ®@: (u,v) € T — (x(u, v),y(u, v)) €D.

N N

\' Y D

™S4 ("(Uf")/‘/("/"»
(4w

v

)
N °

Supponiamo che @ sia di classe C1: ® € C1(T), per cui {x = x(u,v)

y =y(u,v)

Chiameremo determinante jacobiano di @ il seguente determinante:

da(x,y) Xy Xy
det= Yu Vo

o(u,v)

= |Jol

Esempio del determinante jacobiano
{x =pcosf

y=psing’ 4TP V=0

d(x,y) 0(xy) |xp x9|
o(u,v) 9(p,0) 1Yo Yo

cosf —psinf
sin@ pcos@

=p

Formula del cambiamento di variabili
Viene espressa dal Teorema
T,D < R? siano domini regolari

®: T — D sia una trasformazione biunivoca di classe C!, tale che il determinante jacobiano

dEta(u,v) #0inT.
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Allora, se f = f(x,y), f:D — R & continua, vale la seguente formula:

U f(x,y)dxdy =f fx(u,v),y(u,v)) E 3?
D T

det dudv

Prima osservazione
Useremo sempre la trasformazione delle coordinate polari, ma non e biunivoca.

x =pcosb
y =psinf
Si puo dimostrare che la formula vale sotto delle condizioni piu generali.

non ¢ biunivoca

Esercizio 1

] J arcsin —dxdy
x2 + y?

15 P&
oSS € 1,
>

X =pcosb

y =psinf
T
/1 <4

ny P
A 2 Il determinante jacobiano

in questo caso fa p.

_ _ psinf
ff arcsin —dxdy ff arcsin———| p dpdf = .U pl dp do
A x? + y? p s

T

2 1 2111 LA m? 3
| . . . A — 2 - 22__ _ 2
_formuledlrlduzwne—flpdpjoHdH—z(p )1*2(6 )0_4*3*—4 ===
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[oryer 3 ) i -2 ) oy o

1 2 2 1 2 3 2
— —|,y%+3 y 2 =Ty3pY ==t y
—Zle y fe * 3y dy]—z[ye 2jz(ye )ydy

Esercmo 2

[[ Zan

X
1<p<2
T: T
0<h<-
T4
ffyzdd _f p?sin? 6 p de_ﬂ‘lsm@ B %SmZQdQ
xr Y = p* cos* 0 npep p cos* 0 ~J, cos*6
D T
jt 20 . do
an® 6 * —
cos? 6
Esercizio 3
f(x2+y2)dxdy
A
¥
[9K3 6'5—3-
1< P S leos &~
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x2+y2=1
(x—1)2+y

1
TC
{(p,e) 0<6 <3 1Sp32cose}

1—;— 2 cos 6
jf(x2+y2)dxdyzﬂpz*pdpd0=ﬂp3 dpd@zf def p3d
D T T 0 7

Sfruttiamo le formule di riduzione
j ( 4)p 2 cos 6

df = j (16 cos*6 — 1) db

fcos szcos 0 * cos? 9=fc0529 (1—sin29)d9=fc0529—fsin20c0520d9

Esercizio 4

Jf(x +y2)dxdy

’ ?‘M“:kef‘ (g pE A @ Py
N

z 12
peos® 31 Cc?f T

N

0<6<T[
T: IR
.1< < 1

_p_COSH

TC 1 TC

j(2+ 2)dxd —ﬂ 3d de—jidejm 3d —IF L
x*+y%)dxdy = [ p2dpd6 = | 0 | pPdp=7 | G
D T 4 4
sin29+C0529_ 1 +C0829

sin* @ ~ sin26  sin% @

1. Y .An.5 .
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Esercizio 5
X +(~/-4)"«.4
/\SfSr 0’( —“2:
aizsh_

A

plecster 4,(f-si~.9—-4) LI
ch%,& *fz.simte- ~Lpsim é=0

,vab( 1$P<2sim®-

p?cos? 0 + p?sin?0 —2psinf+1=1
p? =2psinb
p =2sin6

x?+y2=1

4 2sin @
f (x% + y?)dxdy = L d@f p3dp
1

n i

Esercizio 6

14

\/un D: D‘ UDL
-4 Dy [ De

f (x2 + y?)dxdy = ﬂ(x2 +y2)dxdy + .U (x2 + y?)dxdy

n n.

-
N
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ff(x +y?)dxdy = ff(x +y2)dxdy+ff(x + y?)dxdy

—-1<x<0
f(x2+y2)dxdy={_x_1<y<x+1 j dxj 1(x + y?
=7 = —x—
D,

Esercizio 7 (a casa)
D= {(x,y) ER?*:x2+y2-2x<0,y> x}

Y:X

1=

)

"
el

b 3

j (x2 + y?)dxdy = -
D

R3, E € R3 si dice normale rispetto al piano xy se E = {(x,y,2) € R® : (x,y) €
D,a(x,y) <z < ,B(x,y)}

D S R? dominio regolare e a(x,y), B(x,y) continue in D e tali che a(x,y) <
B(x,y), Y(x,y) € D.

? ’.\P[K,v) ST ﬁ(r,v)
E "(‘1742,
0% 1 YV76.y)
|
C ;‘ }
[ A
! |
RARAERAR
| I
o
L)

(xv)
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Vol(E) = m(E) = j j [BCx, ) — a(x,y)ldxdy
D

Yz
E={(xy,2) ER%(y,2) €D,a(y,z) <x < B(y,2)}

Xz
F= {(x,y,z) ER3:(x,z) ED,a(x,z) <y < ﬁ(x,z)}

Esempio
E={(x,y,2) ER%(x,y) EDex?+y?2<z<3-2y} xy
Dove D ¢ il cerchio centrato in (0, —1) di raggio 2

Vol(E) = || (3 — 2y — x? — y?)dxdy
i

x=X X =pcosb
y=Y—-1 Y =psind

I\\/

X =pcosb
y=psinf —1

9(xy) _
3(p,0) °

[1,(3 =2y —x* —y*) dxdy =
trasformazione coordinate polari + cambio variabili integrale doppio

=ﬂogpgz, 0<6<2m

f (3—2(psinf —1) — p?cos? @ — p?sin?§ — 1 + 2psin 6) pdpdd
[0,2] = [0,27]
= ﬂ[S—Zpsin@ +2—-p%2—-1 +2psin0] pdpdf

[0,2] = [0,27]
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= jf [4 — p%]p dpdB = f.le di riduzione

[0,2] = [0,27]

Definizione

E < R3 dominio normale

P ={E,,...,Ex}, E; = dominio normale
tale che EinEj =Q Vi+j

UN.E =E

f=f(xy2), f:E - R limitata
N

s(f,P) = z i}gl_ff * vol(E;)

i=1
N

S(f,P) = Zsupf * vol(E;)

{s(f,P)}, {S(f P)} separati
s(f,Py) < S(f,P,) VPy, P, partizionidi E

Definizione
f & integrabile secondo Riemann se:

sup s(f,P) = infS(f, P)
P P

e se:

ﬂ f(x,y,z)dxdydz = sup s(f,P) = iI}}fS(f, P)
P
E

Proprieta
Se f e continuain E, f e integrabilein E.

Formule di riduzione
SiaE = {(x,y,z) eER3:(x,y) €ED,alx,y) <z< ,B(x,y)} ed f: E — R continua.
Allora:

f(x,y,z) dxdydz = || dxdy ’ f(x,y,z)dz
Jff oo [

a(xy)
&%@ER3m@€Dam@<x<ﬁmﬂ}

flf o s = [ e [t i

a(y.z)
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E= {(x,y,z) ER3:(x,z) EDcona(x,z) <y < B(x,z)}
f j f(x,y,z) dxdydz = j j dxdz j ﬁ(x’Z)f (x,y,2)dy
E

B a(x,z)

Esempio

ﬂf e*’ dxdydz
E

={(x,y,2)€ER*0<x<1,0<y<x-1<z<4}
(x,z) €[0,1] *[-1,4] =:D
a(x,z) =0, B(x,z) =x

fﬂe dxdydz—f dxdzfe dy = Jf *XdXdZ_Jd"f v e dz

B _5 x2x1__ j
—ZfOer dz Z(e )x= = (e 1)

Esempio

ﬂfxdxdydz,Ez{(x,y,z) ER%:z2+x2<1,0<y< 1—x—z}

E
D ={(x,2z) € R®:x% + 22 < 1}

1-x-z
=ﬂdxdzf xdy=j(1—x—z)xdxdz=
0 1%
D D

APy
S

= f (1 —pcos@ — psinB)?pcosOdpdo
p€[01], 0¢€]0,2nr]

X =pcosf
z=psinf

0<p<1, 0<06<2n

Form deI jamblamento di vananﬁnph
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Form%ﬁa deI ambiamento di variabili negli mteraIBrlle

T\K/v w
®: (u,v,w) E& S RS> (x(w,v,w),y(u,v, W) < (wv,w)) EDCR3

1 ¢
: ‘
-

x = x(u,v,w)

y =y v,w)
z=2z(u,v,w)
0y _|» 7
®eCl:de t——' Yu W Yw| = determinante jacobiano di ®
a( ) ) ) Zu ZU ZW
Teorema

Siano E, T € R3 dei domini regolari
®: T - E diclasse C!, biunivoca (u, v, w) — (x(u, v,w),y(u,v,w),z(u,v, w)) e

tale che detaa((xy )) #=0inT.

Sef =f(x,v2),f:E - Rcontinua,
f j f(x,y,z) dxdydz

X, Y,
det—(y ?)

a( ’ ' )

'U flx(u,v,w),y(u,v,w), z(u,v,w)

‘d dvdw
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Trasformazione alle coordinate sferiche

3N
\\
\
\\\_ P:(X“/’z)
|
|
K F?:l
NP )y
X ‘,/
/
X 7 . (xIY/O\

p=+x2+y?+z2
6 = longitudine

T
@ = colatitudine (E —@ latitudine)

p =psing
x =p'cosb
y=p'siné
Z = pCos @

Trasformazione alle coordinate sferiche
X = pcos@sing
y =psinfsing

Z = pcosg
x? + y? + z? i p? superficie sferica di raggio p
o <P R
0 ¢ @-¢ i
y  O$(sT

[0,R] = [0,27] * [0, ] parallelepipedo
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2(x,y,2)
det———= = p?sin
d(p, 0, p) P ¢

Trasformazione iﬂLe coordinate cilindriche

! P:(*/vl})
|
|
| ) Y
! /
o ana
X P “,’
)
p=1/x2+y?
X =pcos@
y = psinf
zZ=z
g d(x,y,z)
o060 °
xt+yt=p" e
> Osp 4
o {EsLy
ost S
-d=TT )
X
Esempio

Uj Vx2 +y2 + z2dxdydz =)
E

E = sfera centrata nell'origine, di raggio 1
0<p<1, 0<60<2m, 0<p<nm
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formula cam. variabili

=) Jﬂp * p? sing dpdfde = ﬂf p3 sin @ dpdfdg

1 2T T
1
= formule di riduzione = j p3 dp J dej sing do = T3 21 (cos p)g
0 0 0

=T

Verificare il valore della sfera di raggio R. E' %nR3.

f ] j 1 xdxdydz = .- trasformazione in coordinate sferiche
E
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Probabilita

martedi 21 dicembre 2021 18:29

Esperimento casuale (o aleatorio): il risultato di tale esperimento viene chiamato
esito. L'insieme di tutti i possibili esiti costituisce un insieme.
() = spazio campione

Un evento € un qualsiasi sottoinsieme di ). Un evento A si dice verificato se
I'esito dell'esperimento appartiene all'evento.

Esempio

Esperimento: lancio di un dado a sei facce.

O = {1,2,3,4,5,6}. Esempi di eventi:

Uscita di un numero dispari: A = {1,3,5}

Uscita del numero 5: B = {5}

Uscita di un numero inferiore a 6: C = {1,2,3,4,5}

Uscita di un numero negativo: D = @, evento impossibile
Uscita di un numero compreso tral e 6: E = (), evento certo

mOOow>

3: sono verificati A, C, E.
5: sono verificati A, B, C, E.

Esempio
Lancio di una moneta:
Q={T,C}.

Esempio
Numero di immatricolati del caso di informatica:
Q=N,=1{012345,..}

A. nessun nuovo iscritto: 4 = {0}
B. meno di 200 iscritti: B = N N [0,200)
C. almeno 200 iscritti: C = N N [200, +)

Definizione
() = spazio campione

ANB = AN B = evento intersezione, si legge "A e B". Si verifica quando A e B si

verificano simultaneamente.
AV B = AU B = evento unione, "A o B". Si verifica quando almeno uno dei due
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eventi A, B e verificato.
—-A = Q\A = evento negazione o complementare, si legge "non A", si verifica
guando non si verifica A.

A = () evento cuto
A = @ evento impossibile

A ANB = @, A e Bincompatibili.
AimplicaBse A < B.

Esempio
Scelta casuale di una carta di un mazzo di carte francesi (escludendo i Jolly).
Consideriamo gli eventi:

A. Unasso

B. Una carta di cuori

C. Una carta di seme rosso

D. Una carta con un numero pari

A A B = asso di cuori; A A D = evento impossibile.
B A C = una carta di cuori = B.
Bv(C=C

—D = carte di numero dispari o una figura
B c C : Bimplica C.

Q) = spazio campione
P:{eventi} » R

Definizione (Laplace, classica)

La probabilita di un evento A ¢ il rapporto tra il numero dei casi favorevoli ed A
ed il numero dei casi possibili.

Q] =n

A € Q evento, |A| = ny

n

P(A) ==

Esempio
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Lancio di un dado: Q = {1,2,3,4,5,6}
Evento A: uscita di un numero pari
A={246} n,=3,n=6

3 1
P(4)==-==
(4) WP
Proprieta

1) 0<P) <1

2) P(A) =seAécerto,A=Q=P(Q)=1

3) SeAAB = @ (cioé A,b mutuamente esclusivi) allora P(AV B) = P(4) +
P(B)

Esempio
Urna che contiene 7 biglie rosse, 4 bianche, 5 verdi.
Esperimento aleatorio: estrazione di una biglia.

1) Spazio campione
QO={7R,4B,5V}
2) Estrazione di una biglia rossa:

a. A={7R}
Estrazione di una biglia verde:
b. B={9V}

3) Probabilita diA e =B

P(4) =%,p(ﬁ3) M.

20
Esempio

Si giochino 3 numeri al lotto sulla ruota di Napoli. Calcolare la probabilita di fare
terno.

Q = spazio campione : |Q| = Cyg5 = (9())

5
m n!
Cm'k:(k):k!(n—k)!
AnEl 90\ _ 90!
2057\ 5 ) 7 5185!

A= fare terno: numero delle combinazioni di 2 numeri sui 87 che non abbiamo
giocato = (87>
2
(7)
_\2/ _ -5
5

Probabilita frequentista 4 n,
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n
P(A) = lim -2

n-oo N

Probabilita soggettiva: prezzo che un individuo ritiene equo pagare per
ricevere 1 se |'evento si veridica, 0 se non si verifica. Non e possibile attribuire
una vincita o una perdita certa.

Definizione assiomatica di probabilita
Q insieme (spazio campione associato ad un esperimento)
22 = insieme delle parti di Q (nsieme di tutti i sottoinsiemi di Q)

Definizione (¢ — algebra)

n € 2% n # 0, si dice g-algebra se sono verificate le seguenti proprieta:
1) SeAeEn—>-A€n
2) A4, ..., Ay, ... famiglia numerabile di eventi din, si ha che Uy, 4, €7

Proprietan o — algebra
1) A4, ..., A, ... €1, allora

FAnETI

n=1
F An = U —|An En
n=1 n=1

2) 0,QenEen—->-EE€En
Percui@ =(EN-E)EnN—-0€En->Q=0°€n

Esempio (o_algebra) R

1 = la piu piccola 0 — algebra contenente tutti gli intervalli aperti, cioa gli
intervalli (a,b),a, b € R.

1 = o — algebra di Borel, i cui elementi vengono chiamati anche insiemi
boreliani

Oltre a contenere tutti gli intervalli
(a,b) [a, b] (a, +o0) [a, +o0) ...

Contiene anche le intersezioni degli intervalli

U(an, b,) a, <b,
no=01

U(-+3)

n=1
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~ 1 1
ver [(r-txtd) =t
n n
n=1

Definizione

() spazio campione, 1 0 — algebra di eventi.

Una misura di probabilita su 77 € una funzione P: 7 — R tale che:
1) P(A) = 0,VAEn

2) P() =1
3) Ay, Az, ..., Ay, .. taliche A;NAj =@ Vi +].
p UAn - Z P(A,)
n=1 n=1

ANB =0, P(AVB) =P(A) + P(B)

Definizione (2, n, P) spazio di probabilita
Esempio

O ={1,2,3,4,5,6} conn = 2%

P = misura probabilita classica = %A

(Q, 29 P) = spazio di probabilita

Esempio 2 (R, B, P)
Q =R, cono —algebra diBorel

P(A)=lf 1 dx

T Jy 1+ x?

1) P(A) =0

2)P([R)—1foo ! d—1 li fa ! d
) 1+ x2 ¥ T T aoroop p 1+ x? *

1
=— lim (arctanx)§ =— lim (arctana — arctanb)

T a~+0p_,_o T a—>+op_,_

E())-

3) Discende dalla proprieta additiva dell'integrale
ANB =0

1 1
dx = dx + d
LeB A L1+x2 x jb1+x2 A
b c b
a a C

Proprieta ({2, n, P) spazio di probabilita:
1) P(@)=0
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2) P(-A)=1-P(A) (Q=A4U-4;1=P(Q) = P(4) + P(=4))
3) AcB - P(A) <P(B) conA,beEn
4) 0<P(A) <1 VAED
5) P(AVB) = P(A) + P(B) — P(AV B)
A=(ANB)Vv(4|B)
B=(AAB)V(B|A)
AVB =(AANB)Vv (A|B) Vv (B|A)

P(A) =P(AAB) + P(A|B)

P(B) = P(AAB) + P(B|A)

P(AvB) =P(AANB) + P(A|B) + P(B|A)

P(A) + P(B) =2P(AAB) + P(A|B) + P(B|A)

= P(AAB) + (P(AVB) + P(AAB) + P(AIB) + P(B|4))
=P(AANB)+ P(AV B)

Percui P(AV B) = P(A) + P(B) — P(AAB)

Esempio

Esperimento aleatorio: lancio di due dadi, uno rosso e uno blu.
QO =1{1,2,3,4,5,6} x{1,2,3,4,5,6}

66 =36

A) Somma paria8: (2,6),(3,5), (4,4), (5,3),(6,2)
P(4) = =L (probabilita classica)

36
B) "uscita diun 1 (almeno)"

(1,1),(1,2),(1,3),(1,4),(1,5),(1,6)
(2,1),(3,1),(4,1),(5,1),(6,1)

0 =1{1,23,4,5,6}

B = se almeno uno dei dadi verifica I'evento "uscita di 1"
B; = uscita di 1 sul dado rosso: P(B;) = %

B, = uscita di 1 sul dado blu: P(B,) = %

B = B, VB,
1
P(B) = P(B,V B;) = P(By) + P(B;) — P(B; A By) :§—P(B1 A By)

P(B; AB,) = —
Pw)—l 1 12-1 11
3 36 36 36
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0 =1{1,2,345,}

A={3}, B={135}, P(4) = %: P(A|B) :%

Probabilita condizionata
) = spazio campione
(Q,n, P) = spazio di probabilita

A, B € n: si dice probabilita di A condizionata a B, la probabilita che si verifichi
I'evento A, sapendo che si e verificato I'evento B.

P(AIB) [probabilita di 4 dato B] = LA B)
[probabilita di ato B] = P (B)
Osservazione

Nel caso precedente, B = {1,3,5}, P(B) = Z = %

A=1{3}, P(AAB)=P(4) =%

P(A|B) =

Nl R |~

Osservazione

Da sz;f) se AANB =@, P(A|B) = 0;

SeBc A = P(AAB) =P(B) = P(A|B) =1
. __ P(AAB) _ P(A)

SeAdc B : P(AIB) =52 =28 > P(4)

P(B) <1

P(A|B) = P(4)

Definizione

Diremo che A e B sono positivamente correlati se P(A|B) > P(A)
Diremo che A e B sono negativamente correlati se P(4|B) < P(4)
A e B sono indipendenti se P(4|B) = P(4)

Esempio

Spazio di probabilita classico associato ad un mazzo di carte francesi (senza jolly)
A. ogni carta di colore rosso
B. ognidonna
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C. il 7 di cuori
D. il 3 difiori el 3 di picche

1 4 1 1 1
P(B/\A)_S_Z_i_

pia 1 _13_P(B)
2

P(B|A) =

P(B|A) = P(B) = A e Bsono indipendenti
P(CAA) P(C)

P(Cl|A) = = >+ P(C

(C14) = =5~ = ey > PO

C c A, AeCsono positivamente correlati
P(D AA)

P(DIA) =———=0< P

(D]4) PCA) (D)

A e D sono negativamente correlati poiché mutuamente esclusivi.

Teorema legge delle probabilita composte
(Q,n, P) spazio di probabilita, A,B € n
P(AAB) = P(A|B) x P(B) = P(B|A) * P(A)

In particolare, A e B sono eventi indipendenti se e solo se:
P(AAB) = P(A) « P(B)

Se A e B sono indipendenti, P(A|B) = P(4)
P(AAB) = P(A) * P(B)

Se vale la prima (P(B|A) = P(A)), allora
P(AAB) P(A)*P(B)

PUIB) = =5ty = p(B)

= P(4)

Esercizio (estrazioni ripetute)
Si effettuano due estrazioni consecutive da un'urna contenente 7 biglie rosse e 5
nere. Si calcolino le probabilita degli eventi:

A. estrazione di due biglie rosse (con reintegro)

B. estrazione di due biglie rosse (senza reintegro)

C. estrazione di una biglia rossa e una nera (con reintegro)

D. estrazione di una biglia rossa e una nera (senza reintegro)

Svolgimento

Sia:
R. una biglia rossa (un'unica estrazione)
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N. una biglia nera (un'unica estrazione)

7 5
P(R)=E, P(N):E

R, = estrazione di una biglia rossa al primo turno
R, = estrazione di una biglia rossa al secondo turno

A = Ry A R, con reintegro
B = R{ A R, senza reintegro

P(4) = P(R; AR,) = R, e R, sono indipendenti = P(R;) * P(R,) = P(R)? =
49

144
P(B) = P(R; A R,) = legge delle probabilita composte= P(R;) * P(R,|R;) =

7
o * P(R2|R1)

6 R,5N = 11 totale

6
P(R,|R{) = —
(R,| 1>7 T
P =" T~ 22

Ora consideriamo
N; = estrazione di una biglia nera al primo turno
N, = estrazione di una biglia nera al secondo turno

C = (R, AN,) V (N; AR,) con reintegro
D = (R; AN,) V (N; AR,) senza reintegro

7 5 35
P(Ry ANy) = P(Ry) x P(Np) = = = = —~
dove R; e N, sono indipendenti
P(C) = 2 35 35
= ¥ — = —
144 72

P(D) = 2P(Ry A N,)
P(R; A N,) = legge della probabilitd composta = P(R;) * P(N,|R;) = P(R) *
P(N;|R,)

5
P(N,|R;)) = —
el i 7 5 7 5 35
P(D) = 2P(R) » P(NoIR) =2+ 17 * 17 = §* 17 = 56

Teorema di Bayes
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(), m, P) spazio di probabilita
A Ay, LAy, E€En

Supponiamo che:
1) glieventi Ay, ..., A, siano mutuamente esclusivi (Al- ANA;j =@ Vi+ j)
2) E evento possibile, ossia P(E) > 0
3) E implichi almeno uno degli eventi 4, ..., A, (quindi E c UL, 4;)

Allora
Vk=1,..,n
P(E|Ag) * P(Ag)

L1 P(E[A) = P(A))

P(Ak|E) =

Dimostrazione

P(A, NE)

P(Ak|E) = TPE)
P(A, ANE

P(E|Ay) = P AR ] P(Ax AE) = P(E|A;) * P(Ay)

P(Ax)
P(ARNE) . .
Da ricaviamo che:
P(E)

P(E|A,) = P(A

P(AL|E) = (ElAg) = P(Ag)

P(E)

n
E c U(E A A;) [mutuamente esclusivi] =
i=1

P(E) =) P(EAAD = ) P(EIA)* P(4)
i=1 i=1

P(E|Ak)*P(Ak), si ha:
P(E)

P(E|Ay) * P(4y)
i1 P(E|4;) = P(4)

Sostituendo in

P(AL|E) =

Esercizio (diagnosi medica)
Diciamo che E sia lI'insieme dei sintomi manifestati dal malato, mentre 44, ..., 4,
la famiglia di malattie.

P(AL|E)
P(Ay),P(Az), ..., P(Ay)
P(E|A;) = frazioni dei malati di 4; che hanno manifestato i sintomi E.
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Paradosso di Monty Hall

1 1 3
S —
° o o
¢ M C

Chiamiamo I'evento che la macchina si trovi dietro a una certa porta
rispettivamente con 44, 4,, 45.

1
P(A1) 5 P(Az) i P(As) 5 §

Porta numero 1 (scelta del concorrente)
E. "ll presentatore apre la porta 3"

P(E) =%

Utilizziamo Bayes per calcolare a posteriori le probabilita degli eventi A4, A, A5
P(A4|E), P(A,|E), P(A3|E)

e Se la macchina sta dietro la porta 1

L

Pty =% ¢

e Se la macchina sta dietro la porta 2

0

pEfay) =1"
e Se la macchina sta dietro la porta 3

gioe
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) LU

3
z P(E|A;)  P(A;) = P(E|A;) * P(A;) + P(E[A;) * P(Ay) + P(E[A3) * P(A3)

i=1
1 1 Ll 1_|_0 1 1 1+1 1 P(E)
= — % — * — = — % — —_—= ==
2 3 3 372 33 2
P(E|A,) = P(4,) 1*1 1
1) * 1 2°3
P(AL|E) = = ==
12
P(E|A3) * P(A3) § 2
P(A,|E) = ===
2
P(E|A3)*P(A3) . 1.
P(A3|E) = D) =0, poiché E =0
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